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Resumen

Presentamos un trabajo de laboratorio que tiene como proposito extender los modelos de redes
resistivas a redes infinitas de impedancia. Para esto; en una primera etapa medimos la resistencia
entre dos nodos de una red resistiva y validamos los resultados con lo predicho por la teoria. Y en
una segunda etapa, tratamos de generalizar el método que predice la resistencia entre dos nodos de
una red resistiva y llevarlo al dominio de las impedancias.

I) INTRODUCCION

Hacemos una breve resefia de como ha evolucionado el estudio de la resistencia entre dos nodos de
una red de infinita resistencias. En 1959 Pourcell y van der Pauw presentaron trabajos de mediciones
sobre propagacion de corriente en redes resistivas, doce afios después basado en estos modelos de
mallas Lavatellil" hace hincapié en como la red de resistencia se puede considerar como una
aproximacion discreta a un medio de resistencia continua y lo menciona como buenos ejemplos en la
ensefianza de la fisica para solucionar problemas complejos, modelizando y aplicando integrales con
un conocimiento medio del calculo infinitesimal, entre otros problemas, ¢l plantea la solucion en dos
dimensiones que en este trabajo tratamos de generalizar a redes de impedancia.

En 1993 Venezian® basandose en documentos de van der Pauw y Pourcell, presenta una publicacion
donde da una solucion detallada, utilizando principios bésicos estudiados en la fisica como son; la
simetria, la superposicion, Kichhoff y la linealidad de la ley de Ohm y a través de la integracion
predice el valor de la resistencia entre dos nodos. En éste trabajo que presentamos, tomamos parte
del analisis que Venezian realiza, para obtener los datos predichos por la teoria y que trataremos de
verificar a través de la experimentacion sobre una red resistiva de dos dimensiones.

Atckinson® 1998 expone el desarrollo de Venezian en dos dimensiones y amplia la solucién
utilizando el célculo, a estructuras de resistencia en 3 dimensiones, triangulares y hexagonales.
Denardo™ 1999 hace un estudio a través de la experimentacion sobre la solucién propuesta por
Venezian para este tipo de redes de resistencias en dos dimensiones, en el trabajo que se presenta se
toman alguna de sus observaciones en lo referente al efecto de borde en redes finitas.

En 2001 Cserti®, realiza un estudio de las perturbaciones en las redes resistivas, si bien se basa en
algunos trabajos de Lavatelli, Venezian y Atckinson entre otros, €l orienta su estudio a las redes
resistivas en dos dimensiones cuando éstas pierden su simetria, estudia como responde el sistema
cuando una resistencia es quitada o puesta en cortocircuito dentro de la red.

Si bien hay muchas publicaciones sobre redes resistivas, modelos que dan solucion a diferentes
estructuras tanto en el campo puramente tedrico, como experimental, se encontrd poco y nada sobre
redes de impedancia. En el presente trabajo, con las soluciones hasta hoy encontradas para redes
resistivas, trataremos de llevarlas al dominio de las impedancias. Para esto, dividimos este trabajo en
dos partes; la primera estudiar una red resistiva, midiendo su resistencia entre nodos adyacentes y
confirmar los resultados con la teoria. La segunda parte es estudiar el mismo experimento pero en
una red de impedancia a distintas frecuencias y ver si confirma los resultados con los experimentales
de la resistiva.
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1) TEORIA

Consideremos el caso mas simple de medicion de la resistencia entre dos nodos adyacentes (0,0) y
(0,1) en una red infinita de resistencias R todas iguales, aplicando superposicion para simplificar el
problema, tenemos que por Kirchhoff la corriente que ingresa al nodo (0,0) en una red infinita se
reparte como se muestra en la figura 1 en I} = I, = I3 = I = 1/4 de Iy. Por el nodo (1,0) se extrae la
corriente, que por la ley de nodos de Kirchhoff, igual al caso anterior es Is = Is = I = 17 = 1/4 de Io.
La diferencia de potencial entre los nodos (0,0) y (1,0) es

1 1
Vx,y =, +15)R :]x’y(ZJrZ)m

Vx’y R
por la ley de Ohm tenemos R, = 7 = 5

X,y

(1)

En una red infinita, la resistencia equivalente entre dos nodos adyacente es la mitad de R.

El problema se complica, cuando queremos medir los otros nodos, porque hay un desvanecimiento
de la corriente a medida que nos alejamos del nodo (0,0)

Figura 1) Distribucion tedrica de la
corriente en una red de resistencia en
dos dimensiones.

La corriente es ingresada por el nodo
(0,0) y esta se distribuye 1/4 de Iy por las
cuatro resistencia, Si extraemos esta
corriente por el nodo adyacente, se suma
1/4 de 1y de las cuatros resistencias del
nodo (1,0).

Este modelo es el utilizado para hallar
R, como plantea la ecuacion 1

Giulio Venezian® plantea una solucion al problema de redes infinita de resistencias en dos
dimensiones, ¢l establece que:

I — (I/x,y - x,y+1) + (Vx,y - x,y—l) + (Vx,y - I/vx+1,y) + (Vx,y _I/x—l,y)
Y R R R R

2)

como todas las R son idénticas en la red infinita, podemos decir que R=1€ sin perder generalidad en
la solucién, entonces
I =4V _ -V

X,y X,y x,y+l - Vx,y—l - Vx+l,y - Vx—l,y (3)

Busco una representacion integral para el potencial en el nodo (x,y) de la forma:
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2m
V., =| FB., (BB (4)
Continua buscando la solucion por separacion de variables, considerando que:

— ixa+iyf
v,,(B)=e (5)
reemplazando este valor en la ecuacion 3 tenemos

Ix,y = 4Vx,y B - Viy+ (B) - Vi1 (B - Vit (B)- Vel (B

= A+ l4 o it _ i eiﬁ]

= 26" [2 - cosa — cos f]
Ahora se requiere un o tal que
cosa +cosf3=2 (6)

Para que la combinacién de tensiones v desaparezca. También, encontramos los ceros para esta
combinacion si n<0 entonces para cualquier funcion F(P) integrable, I,,=0, a menos que x=0.

Para 0<B<2m no hay solucién real para la ecuacion 6, pero existe una solucidon compleja y es
imaginaria pura de la forma:

a'=ilog|_2—cos,8+\/3—4cos,8+cosz,81 (7)
Ahora consideramos el caso de x=0, encontramos

I, = Lz”dﬁF(,H)e"y’g [4 —2¢'“ =2cos ,8]

1,, =2 " dBr(B)e" [cosa -
oy = J:) BF(B)e”"|cosa —e

21

1, =-2i jo dBF(B)sena [&*°
Estas corrientes se pueden interpretar como coeficientes de la serie de Fourier
- .
= 2iF(B)senar=— D1, &
2m =,

donde podemos elegir los coeficientes como queramos, especificando —2iF(f)sena . Sean Ip~3y

tal que Ioo=1 e Io,=0 si y#0. Esto corresponde a la situacion de ingresar 1A en el nodo (0,0) y que
salga en el infinito condicién que hace que ninguna corriente deje la red en ninglin otro nodo finito
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Con esta eleccion,
i

F(pB) =
d7sena
entonces
i 27T€Lv£¥+iy,8
=— d 8
SY4nd sena P ®

La diferencia de potencial entre el origen (0,0) y el nodo (x,y) es Voo-Vyy. Esto no es la resistencia
entre estos dos puntos; es en cierta forma la mitad de esta resistencia. Imaginemos por un momento
que inyectamos una corriente de 1A en el nodo (x,y), no en el nodo (0,0), permitiendo que salga en
el infinito. El nuevo potencial en (x,y) es el que antes llamamos Vi y el nuevo potencial en (0,0)
sera por simetria el que antes llamdbamos V. Evidentemente, ahora la diferencia de potencial entre
el origen y (X,y) es igual a la diferencia de potencial anterior cambiada de signo. Nuevamente la
diferencia de potencial entre el origen y el nodo (X,y) es Voo-Vyy, igual a como era en su
configuracion original, cuando inyectamos la corriente por el nodo (0,0).

Como hicimos en la introduccion para nodos adyacentes, explotamos la linealidad de la ley de Ohm
y superponemos todas las corrientes y potenciales concernientes a la configuracion en la cual 1A
ingresa por (0,0) y aquellas donde 1A deja la red de resistencia en (X,y). La diferencia de potencial
en este caso es 2(Voo-Vyy) y por esto igual a Ry

. 2 1 _ ixa+iyB
Entonces R, = L ﬂ(e—)dﬂ 9)
v 2nd send

Podemos transformar la ecuacion 9 en la forma real como

In(l — e Gos y’g)dﬁ

0 senh|a| (10)

1
R, =

Tabla 1) Resultados de la ecuacion 10 propuesta por Venezian 23 para valores de Rx,y/R en el
primer cuadrante para valores entre 0y 5 del par ordenado (x,y).

y=5 (401/2) - (6646/157)- ]

(1880/37) 0 (1/2)+@4/37) | (998/35m)-8 | 1/2 +(4021m) | 1126/315n
=4 | 40-G6851) | 80m-(492) | 6 - (4/3m) (24/5m) -1/2 352/105% | 1/2 + (40/21n)
Y 1 -am | @6Bm4 (1/2)+(4/3m) 46/15n Q4/5m)-172 | (998/35m)-8
y=2 2 - (4/n) 172 + (4/x) 8/3n 112 + (4/37) 6 - (4/31) (1/2)+(4/37)
y=1 12 2n “1/2 + (4/m) (46/37m)-4 (80/m)-(49/2) (664164(1)5 )
y=0 (401/2) -

0 12 2 - (4/n) 17/2-@4/m) | 40- (6851 | [gerzn
x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5

Giulio Venezian termina su estudio, analizando casos especiales de los resultados de la ecuacion 10,
para valores altos de (x,y) el resultado se hace asintotico a un valor caracteristico de la red de
resistencia y es aproximadamente:
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R
e L 4%y +0514 (11)
R 2n

Generalizando, en la ecuacion 3 se planted el valor unitario para R con el objeto de simplificar el

calculo haciendo Ry,/R =1, ahora podemos decir que el valor de la resistencia entre dos nodos de
una estructura cuadrada en dos dimensiones de resistencias iguales R esta predicho tedricamente por:

R.,=nkR (12)
donde 1 que es el coeficiente de escala que tomamos de la tabla 1.

Generalizacion a una red de impedancias

La primera parte del trabajo es poner a prueba los resultados predicho por la teoria para redes
infinitas de resistencia iguales y posteriormente generalizarlo a las impedancias en corrientes
alternas.

Para la corriente alterna® tenemos que la diferencia de potencial entre dos nodos adyacentes es:

v,, =V, Ben(w)
y la corriente es de la forma:
i, = Ix’y Len(ar — ®)

Haciendo el mismo andlisis para la ecuacion 1 podemos establecer que la impedancia entre los nodos
adyacentes utilizando la ley de Ohm es:

7 =_%) =

X,y

v Z
> (13)

X,y

El problema que plantea trabajar con impedancias, es que son dependientes de la velocidad angular
o y generalizar un resultado como plantea la ecuacion 13, obliga por lo menos a medir el valor de las
impedancias mas representativas de Z en funcion de la frecuencia y conservar la relacion de 0,5
COMmo se propone.

21,8KQ

Figura 2) Arreglo de resistencias
y capacitor que determinan la
impedancia unitaria en la red de
impedancias en dos dimensiones.
Izquierda, foto de la impedancia y
montaje de dispositivos discretos,
los valores son proporcionados
por tabla 14 apéndice B.

Utilizaremos el arreglo de la figura 2, y tomamos t =R;C.
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La impedancia de R; en paralelo con C esta dada por:

. 1 (@)’ R} +1 o't +1
R - j— R + A Bk L
1 ] 1 (m)z (aﬂ)z

. Rl . R1 o1 -Rl2 Rl
N I AHRtT S| TV At o
;= aC) _ wC ac)_  TaC (@) _ - jRI@C+R

o R . Rwr
En notacién bindmica Z =" =5
worT+l T wr+l

(14)

Hallamos Z;> sumando el real R,

(15)

ion binomi R  Rwr
En notacion bindmica Z,= ( R, + 1 j _ 1
w

J
2 +1 o't +1

Para simplificar el calculo, hacemos cambio de variable tomando Z, =a - jb,
donde
R R @t
=R + 1 b= 1
a 2 CU,ZZ_Z +1 CU'ZTZ +1
R\a-jb) (R,a-jR,b)UR, +a+ jb
entonces 7= 3(a ]) :( 34 7 5 )[qzs a+j )
Ry+a+ jb (R, +a)’ +b*

Rya(R, +a)+ jR,ab - jR,b(R, +a)+ R,b

7 =
(R3 +a)2 +b’

La impedancia equivalente es:

aR, +a*> +b* R.b
Z: 3 —_ 7 3 16
(R3+a)2+b2 J(R3+a)2+b2 (1o

Introduciendo nuevamente a y b y reordenando, el modulo y argumento de la impedancia Z es:

J (R3 ((w2 2 +1] R,R, +(@r* + 1R R, + (@ * +1R, +R |} +(Ra) || +(=r +1)R R2n)

i (e e+ R)+ 2 (reof "
— - R, R.r
argumento Arg =tg ((wz s I)RZ R )2 N (le)z (18)

R1R3 +R2R3 (wzz.z + 1)+ (&)22'2 + 1)

Con los valores del modulo y el argumento se traza las curvas teoricas de la impedancia como
muestra la figura 11. El comportamiento corresponden con el arreglo mostrado en figura 2, ya que
para continua el condensador esta abierto y la resistencia equivalente es R; + R en paralelo con R3,
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con ® = 0 por ser resistivo puro. En frecuencias proxima a los 10 kHz el condensador se comporta
con impedancia despreciable frente a R; lo pone en corto y la impedancia esta determinada por el
paralelo R, con Rj, nuevamente ® ~ ()

La frecuencia para el maximo argumento de la impedancia es dado por a9 _ 0

En la planilla de calculo utilizada para trazar el valor tedrico de la figura 11, se realiz6 la derivada y
el valor cero corresponde a una frecuencia de 580 Hz.

Los valores de las impedancias que pondremos a prueba en el modelo son a frecuencia de: OHz,
100Hz, 400Hz, 500Hz , 900 Hz y 1200 Hz, con objeto de obtener valores a ambos lados del maximo
defasaje de la corriente con la tension.

III) EXPERIMENTO

Etapa 1) El trabajo de laboratorio consiste en poner a prueba la ecuacion 10 en una red finita de
resistencias en 2 dimensiones comparando el resultado experimental de la red con los resultados
predichos por la teoria en tabla 1.

Etapa 2) Posteriormente medimos experimentalmente una red de impedancia y la compararemos con
los resultados predichos por la teoria, tal como se comport6 la resistiva, con el fin de buscar una
generalizacion de las redes resistivas infinitas al dominio de las redes de impedancias.

Utilizaremos las ecuaciones 17 y 18 para determinar el comportamiento tedrico de la impedancia,
por otro lado utilizando el arreglo de instrumentos indicados en la figura 5 hallaremos la impedancia

en diferentes frecuencias y verificaremos la ecuacion 13 para nodos adyacentes.

Red de resistencia en 2D.

Para el experimento, utilizamos una red resistiva de 11 por 11 nodos con un total de 220 resistencias
de 1000 £+ 50 Ohms, y potencia maxima de disipacion de 250 mW.

Las mismas estdn montadas y soldadas a un circuito impreso de 120 por 120 mm que forman una
malla cuadrada con nodos separados 10 mm y elevados 10 mm de la placa permitiendo el facil
acceso de las puntas de medicion. La red asi construida, forman un sistema robusto, reduce el error
por falsos contactos y facilita la repeticion de medidas y resultados.

Para la medicion se utiliz6 un tester TO BAX mod. M890G, con precision de 1,2% en la medicion
de resistencia.

Figura 3) Foto que muestra un momento de
la medicion, donde se mide el segmento
adyacente de la red resistiva de 11 por 11
nodos entre (0,0) y (1,0).

El tester esta indicando el valor de 0,498
kQ muy cerca del valor predicho por la
ecuacion 10 de 0,5 k2Q.

(ver también la tabla I en x=1 y=0).
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Red de impedancia en 2D.

Se construyd una impedancia como muestra la foto de la figura 2, con idénticos componentes a los
utilizados en la red de impedancias, esta tiene la funcion de medicion de valor de referencia y
calibracion para cada una de las frecuencias a medir.

Componente y unidad | Valor | Error | & Tabla 2) Val_Of’ es de los

R, en kOhms 21,8 +0,3 1,2% componentes utilizados para

R, en kOhms 1,17 | 20,01 | 12% el armado de la impedancia

R; en kOhms 11,96 | 0,18 | 1.5% c.z’e pruebq y 'de la red de
CenuF (10°F) 0,90 | 0,03 | 3% impedancias figura 4

Para la medicion de los componentes indicados en tabla 2. se utilizd el mismo tester que midio la
malla resistiva con precision de 1,2% en resistencia y 3% para la medicion de capacitancia, los
valores indicados son extraidos del apéndice B, tabla 14.

También se construyo una red de impedancias de 7 por 7 nodos y 84 elementos montados y soldados
a una placa aislante 250mm por 250mm que forman una malla cuadrada con nodos separados 30
mm y elevados 10 mm de la placa base permitiendo el facil acceso de las puntas de medicion. La
placa con la red de impedancia posteriormente se monté en una caja protectora de 260mm por
260mm se adicionaron dos conectores hembras de 3mm tipo banana a dos pinzas cocodrilo con el fin
de asegurar una conexion fija con los instrumentos de medicion ya que se hace a 5 frecuencias
diferentes y el proceso de medicion es un poco mas prolongado. También, las pinzas facilitan la
seleccion de todos los nodos de la red bajo medicion, con bajo error sistematico.

Figura 4) La foto muestra la
. red de impedancias de 7 por
By 7 nodos donde se realizaron
ek las mediciones de
impedancia. Las  pinzas
cocodrilo estan en posicion
de medir la impedancia
adyacente o side entre los
nodos (0,0) y (1,0).
El arreglo que muestra la
figura 5 es conectado a las
fichas rotuladas Va y Vb
para medir la impedancia
entre los nodos donde se
fijan las pinzas cocodrilo.

%, CeO.lIgCF
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Para las mediciones se utilizo un generador de funciones GW model GFG 8016G y un recolector de
datos de tres canales MULTIPOURPOSE LAB INTERFACE VERNIER conectado a una PC donde
se almacenaron los datos de medicion, como muestra el arreglo de la figura 5. La resistencia de
100Q2 es utilizada para el sensado de corriente a través de la impedancia

Figura 3) Arreglo

Va utilizado  para  la
medicion de impedancia,
V4 Vb

compuesto  por  un
generador de funciones,
una resistencia de 100 £
para medicion de la
corriente y el sistema de
recoleccion de datos.

1002 I I

GND

Para obtener el valor de Z aplicamos el método de fasores propuesto en Resnick®™ y la Ley de Ohm

Por la Ley de Ohm sabemos: Z = K
l

. entonces:

Y1 (vbr100) |
- (Va=Vb)lcos(@ ~ )+ j(Va ~Vb) [sen(a@ - ¢) 20)

® (Vb/100) Ceos(a) + j(Vb/100) Ben(ax)
wt-
(Va-Vb)

La figura 7 muestra como se obtienen los datos que
alimentan la ecuacion 20 y 21 para obtener la impedancia.

La diferencia de fase esta dada por:

Figura 6) Diagrama de fasores
que representan la corriente Q= sen -1 v 21)
alterna en la impedancia (Va-Vb)

Los datos recolectados se cargaron en una planilla Excel
donde se ingresaron las ecuaciones 20 y 21 para facilitar el
v célculo de la impedancia a diferentes frecuencias

(Va-Vb)

©

Figura 7) Grafico obtenido por el sistema de
Vb/100 adquisicion de datos donde se muestra la tension en
funcion de la corriente.
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IV) RESULTADOS.

Mediciones sobre la red de resistencia de 11 por 11 nodos.

Para la medicion de la red de resistencias de 11 por 11 nodos, fijamos el comun del ohmetro en el
centro de la estructura (0,0) y se midi6 la resistencia de todos los nodos restante (x,y).

Los resultados de la medicion se muestran en la figura 8. La primera observacion es que el
coeficiente de la linea de tendencia propuesto por Venezian® en la ecuacion 11 es 1/2x, y para la
linea de tendencia mostrada en la figura 8 es de 1/x, esto se debe a que la ecuacion de Venezian trata
la distancia al centro como:

d2 = xZ + y2
y para nuestros datos es: d=qx"+y°

La diferencia hace que el coeficiente de la linea de tendencia en nuestros datos sea el doble a la
propuesta por la ecuacion 11. Aun asi, es solo como hacemos referencia de la distancia al centro y no
afecta para nada los resultados de la medicion.

En la figura 8, observamos que hasta el segmento “double side”® (ver también tabla 3), desde el
nodo (0,0) a los nodos (0,2), (2,0), (0,-2) y (-2,0), con una incertidumbre en la medicion del 1,5%, la
red de 11 por 11 nodos se comporta segiin predice la ecuacion 10. Otra observacion que valida el
resultado, es que para los segmentos diagonal desde el centro (0,0) a los nodos (1,1), (1,-1), (-1,-1),
(-1,1) Venezian® la trata como caso particular que esta por encima de la linea de tendencia
asintdtica de la ecuacion 10, y en el figura 8 se observa que el valor medido y predicho también
estan por encima. Lo mismo pasa para los nodos adyacentes (d=1) que medido y predicho estan por
debajo a la linea de tendencia del valor tedrico indicado con cruz.

Resistencia al centro de red

. j'/e’x
0'9 -u-{
08 y=0,320Ln(x) + 0,512__|
' // R? = 0,098 o Medido
0,7 x Tedrico
0,6 / double side
0,5 /

0,4

Resistencia en kOhms

1 10
Distancia al centro (x,y)

Figura 8 ) Medicion de la resistencia desde un nodo (x,y) al centro (0,0) en una
estructura resistiva de 11 por 11 nodos formadas por resistencias 1 kQ.

Se adiciona la recta de tendencia ecuacion 11 que aproxima a los valores predicho por
la ecuacion 10 para redes resistivas infinitas en dos dimensiones.
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Para la distancia d=+/5 , que son los segmentos desde (0,0) a los nodos (1,2), (1,-2), (-1,2), (-1,-2),
2,1), (2,-1), (-2,1), (-2,-1) también conocida como “knight’s move”™® o movimiento del caballo en
adelante (ver tabla 3), se observa que los resultados de la medicion de la resistencia entre los nodos
(0,0) a (x,y) comienzan a dar por encima de los valores predicho por la teoria.

Estos resultados se muestran en la figura 9 donde vemos que la desviacion entre el medido y
predicho sigue una tendencia exponencial a medida que nos acercamos al borde de la red de
resistencias. Este aumento, es causado por el efecto del borde™ en redes finitas ya que al acercarnos
al borde la corriente tiene menos caminos, aumentando la corriente que pasa por las resistencias del
borde, esto hace que aumente la caida de potencial y aumente el potencial distribuido sobre el borde,
dando como resultado un aumento de la resistencia medida por encima de la resistencia tedrica en
una red infinita.

Este efecto lo podemos ver mejor en la figura 10, donde muestra los potenciales sobre todos los
nodos de la red resistiva de 11 por 11 al ingresar la corriente del ohmetro para medir la resistencia.
En el grafico 10a corresponde a la medicion de la resistencia entre los nodos (0,0) y (2,0) que da
como resultado 734Q) y esta corresponde con lo predicho por la ecuacion 10, vemos que los bordes
no afectan tanto la medicion, pero para la medicion de la resistencia entre los nodos (0,0) y (4,0) que
da como resultado 1032Q como muestra el grafico 10b, los potenciales sobre el puntero del ohmetro
ubicado a la derecha (cerca del borde) si hay un aumento de potencial en los nodos vecinos al
terminal, este aumento hace que la resistencia medida sea mayor por este efecto del borde y sigue
una tendencia exponencial a medica que nos acercamos al borde como se muestra en la figura 9. La
tabla 5 del apéndice A, muestra la desviacion entre el medido y el tedrico.

Segmento de Valor teorico Valor medido Confirma
valor singular kOhms kOhms ecuacion 10
Side 1/2 :
.o P o 0,5 0,01 Si
Diagonal 2/ 0,64 +0,01 Si
~0,64 ’ ’
Double side 2 - (4/m) .
e Doble lado ~0,73 0,74 20,01 Si
Knight’s move
i Movimiento del L= 0,79 0,01 No
caballo ’
¢ Double diagonal 8/3n 0.88 4001 No
Doble diagonal ~0,85 ’ ’
@
Triple side 17/2 - (24/m)
+ + Triple lado ~0,86 D% S0 e

Tabla 3) Valores de la resistencia de la red resistiva de 11 por 11 nodos en los segmentos
mas representativos. El valor medido y el teorico dado por la ecuacion 10 (también
aproximado para facilitar la comparacion) son cruzados en la ultima columna, que indica
si el valor experimental confirma el valor teorico. Podemos decir que hasta el segmento
double side confirmo la teoria para una incertidumbre del 1,5% en la medicion.
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Desviacion respecto al teorico

13 |
T ° Medido

0,152x x Tedrico

12

y = 0,566e

11 R? = 0,997 Zﬁ‘/
1,0 T Knight's move \ ,I//}/X y = 0,320Ln(x) + 0,512
09 \ - R?=0,997

N A
0,7 /

Distancia al centro (X,y)

Resistencia en kOhms

Figura 9) El grafico muestra el efecto del borde en una red de resistencias finita. Al
acercarnos al borde la corriente tiene menos caminos, aumentando la corriente que
pasa por las resistencia. Este aumento de la corriente produce mayor caida de potencial

y la consecuencia es una mayor resistencia a una red infinita donde no esta el efecto de
borde.

734 Ohms nodos (0,0), (2,0) 1032 Ohms nodos (0,0), (4,0)

10a 10b

Figura 10) Los grdficos muestran como se distribuye el potencial sobre la red resistiva
de 11 por 11 nodos cuando conectamos el ohmetro para medir la resistencia.

El grdfico 10a es la medicion de 734 Q y corresponde a lo predicho por la ecuacion 10
para el valor de R,,.

El grdfico 10b corresponde a una medicion donde el efecto de borde produce una
mayor resistencia que la saca de la linea de tendencia como se grafica en la figura 9.
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Mediciones sobre la red de impedancias de 7 por 7 nodos.

Para generalizar la teoria a las redes de impedancia, utilizando la red de la figura 4, realizamos
mediciones en continua y a la frecuencia de 100Hz, 400Hz, 5S00Hz , 900Hz y 1200Hz

Maédulo Argumento

Hz kOhms | Error g | grados | Error & Tabla 4 . Valqres de la

0 287 1009 | 1.2% impedancias aisladas de
100 7’11 10’21 é% 7 o % la red medida a diferentes
200 3:80 10:08 2% 18 > 2% frecuencias, estos valores
506 320 | 20,09 | 3% 9 ) 2% son trasladados al grdfico
906 2,00 [10,04]| 2% -47 2 | 2% de la figura 11.
1201 1,75 0,05 | 3% -44 +2 3%

La figura 11 muestra el trazado de los valores numéricos obtenido al aplicar las ecuaciones 17 y 18
un barrido de 1Hz a 10Kz, estas valores tedricos salen de aplicar la definicion de resistencias series y
paralelas a los circuitos de corriente alterna® como vimos en I TEORIA.

En el grafico de la figura 11, en continua y para las frecuencias de 100Hz, 400Hz, 500Hz, 900Hz y
1200Hz podemos asegurar que con los valores de incertidumbre del 3% en la medicion, dieron
valores segun lo predice la teoria para la impedancia a estas frecuencias.

Impedancia solitaria

+ Mddulo medido
10000 0
X Argumento medido 1 10
8000 ¥ 1 _20
8
g + -30 'g
£ 6000 — 21,8KQ | =
5 | ; T-40 O
° L 1,17KQ i 2, x* 2]
S o | - x 71505
S 4000 1—*} 0.90F : 2
© | ’ : + .60 §
= ; : S
20001 i 1196KQ | T70<
T -80
0 T T -90
1 10 100 1000 10000

Frecuencia (Hz)

Figura 11) Las curvas representan el valor calculado para el modulo y argumento de la
impedancia, utilizada en las pruebas en funcion de la frecuencia, hasta los 10 kHz.

El grdfico también muestra el valor de las seis mediciones realizada sobre la
impedancia aislada de la red, foto en figura 2, que fue utilizado para obtener el Z
inicial en las diferentes frecuencias .
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Para las mediciones de la red de impedancia de 7 por 7 nodos, se utilizd el mismo procedimiento
para la red resistiva de 11 por 11 nodos.

Fijando un terminal de medicion en el centro de la red cuadrada (0,0), se midieron la impedancia de
los nodos (x,y) en las frecuencias de 100Hz, 400Hz, 500Hz, 900Hz y 1200Hz. Por ser una red
mucho mas pequefia en la cantidad de elementos, solo 84 contra los 220 elementos de la resistiva
pura, se grafica solo 2 distancias al centro como muestra la figura 12.

Los valores predichos por la teoria indicados en el grafico de la figura 12 estdn unidos por punteado
para identificarlos y salen de aplicar al valor calculado utilizando la ecuacion 17 que determina el
modulo de la impedancia , la ecuacién 12 que predice el valor de la impedancia entre dos nodos que
para la corriente alterna es:

Z,=nkZ

Se observa que para los valores de impedancia del segmento side con una incertidumbre en la
medicion del 3%, todas las mediciones en las cinco frecuencias, se encuentran por encima de lo
predicho por la teoria, incluso el medido con el ohmetro indicado como frecuencia de OHz.

Se realiz6 también las mediciones sobre la diagonal con similar resultado.
El argumento de la impedancia a igual frecuencia para la medicion del segmento side y diagonal, no
mostrd cambios observables para el 3% de incertidumbre en la medicion..

No se tratd una nueva medicién con menor error porque la red no cumple con el valor numérico del
modulo para confirmar la ecuacion 10 y mejorar la medicioén carece por ahora de significado.

Impedancia - Teorica - Medida

5 -15,0

-

-
-

o

side (medido)

\\; N / Diagonal --%---side (tedrico) +-250
\
\ \

0 . .
= N a  diagonal (medido) g
o) A N . Lo g
<3 . --%---diagonal (te6rico) =)
c N N c
()
© N ¥ @ Argumento T-3%0 ¢
) N N IS
c M R &
g’ SRS :
o % T~ 2
E Side el T3 + <
R ‘-~~‘_____; T -45,0
1 H [
0 . . . . . . -55,0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Frecuencia en Hz

Figura 12) Medicion en diferentes frecuencias de la impedancia desde un nodo
(x,y) al centro de la estructura cuadrada de impedancias de 7 por 7 nodos.
Los valores unidos por el punteado, representan el valor predicho por la
ecuacion 10 para redes infinitas en dos dimensiones.
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Mdédulo de impedancia corregido

5 %
X ° side (medido)
4 S Diagonal --X---side (tedrico)
2 I TN A diagonal (medido)
< AN N . .
~ \\ —-——¥--- A
o 3 . i diagonal (tedrico)
c \\ \
q) \\ \\
o X
Q N -
.(EU 2 ;\ i \\\\
Qo Side e ‘\\\*
IS \\‘~~\\ *\" ——————— x
1 = *
0 T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Frecuencia en Hz

Figura 13) Impedancia corregida por un valor xi de & =0,96 para el segmento
side y diagonal, en este caso los valores medidos confirman la teoria.

Introducimos un factor de correccion & que permita aproximar los resultados experimentales con la
teoria. Este factor es un numero que multiplica el valor del modulo medido para un segmento
singular a todas las frecuencias, haciendo que el error cuadratico medio sea minimo.
Este factor de correccion aplicado en la ecuacion 12 queda como:

zZ,,W=nk (22)
Para el segmento adyacente con § = 0,96 cumple con lo predicho por la ecuacioén 13 para todo el
rango de frecuencias .

7, F=~ (osﬂs 1200HZ]

o (23)

Para el caso del segmento diagonal nodos (0,0) a (1,1) utilizando § = 0,96 también puso los valores
medidos dentro de lo predicho por la ecuacion 10 para todas las frecuencias medidas.

Estos resultados estan indicando que la impedancia para una incertidumbre de 3% en la medicion,
mantiene la relacion en todo el rango de frecuencias de la forma:

w21 0<-“ <1200z (24)
zZ ¢ 27T
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V) CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos experimentalmente sobre la red resistiva de 11 por 11 nodos, hasta una
distancia al centro de double side, confirmaron numéricamente los datos predichos por la ecuacion
10 propuesta para hallar la resistencia equivalente entre dos nodos..

En el caso de la red de impedancia de 7 por 7 nodos directamente ningtin valor confirmo la teoria, no
fue el método de medicion, porque bajar la incertidumbre nos alejaria mas de los valores predicho
por la teoria, si una posible causa sea las pequefia cantidad de elementos que la alejan de simular una
red infinita en la medicion de los nodos adyacentes.

A partir del knight's move o movimiento del caballo en adelante, la red resistiva se comporté6 como
una red finita, mostrando un aumento exponencial de la resistencia a medida que nos acercamos al
borde, efecto que se debe a la disminucion de caminos que encuentra la corriente cerca del borde,
esto hace aumentar la distribucion del potencial en los nodos cerca del borde, generando la
desviacion mostrada en el grafico 9.

Para el célculo de la impedancia, se utiliz6 la misma definicion de circuitos serie y paralelo
utilizados en corriente continua aplicando Kirchhoff y ley de Ohm, pero aplicados a corriente
alterna utilizando niimeros complejos. Los resultados en la figura 11, confirmé que los valores
medidos coinciden con los valores calculados, indicando la valides de la ley de Kirchhoff y Ohm
también en corrientes alternas.

Aunque el valor de impedancia medido entre nodos adyacentes se aproximo al calculado, no se pudo
confirmar que el método que trata la resistencia entre dos nodos de una red infinita se pueda
generalizar a la medicion de impedancia entre dos nodos de una red infinita de impedancias.

Una posible causa puede ser la baja cantidad de elementos de la red de impedancia, dejando abierta
la interrogante, y la necesidad a futuro de armar una red de impedancia de 11 por 11 nodos, que
sabemos, si confirma el modelo para redes resistivas infinitas.

Si podemos decir con los datos que tenemos para las redes de impedancia, que la relacion que existe
entre la impedancia medida entre nodos adyacentes y la impedancia aislada se mantiene constante
para todo el rango de frecuencias y es igual a el coeficiente de escala de la tabla 1 dividido el factor
de correccion como muestra la ecuacion 24.

Queda como tarea de una proxima medicién con mayor cantidad de nodos y menor incertidumbre,
estudiar si el efecto borde modifica a este factor de correccion &..
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APENDICE A) Resultados del experimento con la red resistiva de 11 por 11 nodos.

Tabla 5) Valores de resistencia en k2 medidos en el segmento d, en la red de 11 por 11
nodos donde muestra la desviacion respecto a una red de infinitos nodos. Los datos son
usados para construir los graficos de la figura 8 y 9.

Distancia al (0,0) Cantidad de Valf)r Te()rico -
5 5 nodos de |medido ecuacion 10 Desviacion
d=qx"+y igual d kQ Error kQ respecto al tedrico

1,00 4 0,499 | +0,007 0,50 -0,25%
1,41 4 0,639 | 40,010 0,64 -0,20%
2,00 4 0,735 | +0,011 0,73 0,72%
2,24 8 0,788 | +0,012 0,77 2,29%
2,83 4 0,880 | +0,013 0,85 3,50%
3,00 4 0,893 | 0,013 0,86 3,78%
3,16 8 0,921 | +0,014 0,88 4,61%
3,61 8 0,987 | +0,015 0,92 7,27%
4,00 4 1,034 | 0,016 0,95 8,84%
4,12 8 1,054 | 0,016 0,96 9,77%
4,24 4 1,081 | +0,016 0,98 10,31%
4,47 8 1,112 | 0,017 0,99 12,27%
5,00 12 1,215 | +0,018 1,03 17,94%

Tabla 6) Valores de tension en mV de la red de 11 por 11 nodos en la
medicion doble lado correspondiente a la figura 10a

y=Cl1|21,3|21,1|20,8|20,2| 20 [19,8 | 20 |20,3|20,7|21,1 21,3
y=9 |21,5]21,3/20,7|20,2|19,8|19,5|19,820,3]|20,8|21,3|21,5
y=8 (21,9 21,6 20,9|20,1{19,3|18,8(19,3/20,2| 21 |21,6 (21,9
y=7 (22,6223 |21,3| 20 |184|17,1|18,4|20,1|21,4|22,3 22,7
y=6 | 23,8 23,4 (22,3120,4| 17 |[12,8| 17 |20,4|22,4|23,4(23,8
y=5 253 | 25 |24,2|22,1(16,6| 0 |16,6 22,1 [242| 25 |25,4
y=4 (2722722721273 (274(27,4(27,4|27,4(27,3(27,3(27,2
y=3 | 29,1 {29,4|30,3 32,5 (38,1 |54,8|38,132,5]30,4|29,4|29,1
y=2 [30,5| 31 |32,1|34,3(37,7|42,1|37,8|34,3(32,2|31,1]30,6
y=1{31,4| 32 | 33 |34,6|36,6| 38 [36,6|34,7|33,1| 32 |31,5
y=0| 32 |32,3133,4(34,7| 36 |36,6| 36 [34,7|33,4|32,5| 32
x=1 | x=2 | x=3 | x=4 | x=5 | x=6 | x=7 | x=8 | x=9 [x=10 x=C1
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Tabla 7) Valores de tension en mV de la red de 11 por 11 nodos en la
medicion cuadruple lado correspondiente a la figura 10b

y=C1|23,1(22,9|22,5| 22 |21,5|21,4|21,5| 22 |22,5]22,9 23,1
y=9 | 23,4 (23,1 22,6 21,9(21,3| 21 (21,3|21,9]22,5|23,1 23,4
y=8 | 23,9 23,5|22,8|21,8|20,7|20,2 (20,7 |21,7|22,8|23,5|23,9
y=7 24,9 (243 (23,2|21,6 19,6 | 18,2 19,6 | 21,6 | 23,2 | 24,3 | 24,9
y=6 (26,4 25,7(24,3|21,8 (17,9 |13,5|17,9|21,7 |24,3|25,7|26,3
y=5128,5]27,9(264233|16,7| 0 |16,6|233|264|27,8|28,4
y=4 | 31,2309 |30,1 |28,5|25,5|21,7|25,6 28,5|30,1|30,9|31,2
y=3 34,2 34,4 34,6 | 35 |35,2|35,4|353| 35 |34,6|34,3 (34,2
y=2 | 37,1 37,7 |39,1|41,5|45,249,3 (45,1 |41,5|39,1 37,7 37
y=1 39,3 140,4 |42,7 45,8 |54,5|71,8|54,5|46,7 42,6 40,3 |39,3
y=0 | 40,5 41,7 | 44,3 |48,5|54,4|60,1 | 54,4 |48,4|44,2|41,7|40,5
x=1|x=2 [x=3 | x=4 | x=5 | x=6 | x=7 | x=8 | x=9 |x=10|x=C1

APENDICE B) Resultados del experimento con la red de impedancia de 7 por 7 nodos.

General para las tablas de 8 a 13.

Valores de impedancia en la red de 7 por 7 nodos. En gris el teorico dado por la ecuacion 17 y
medido de la impedancia aislada, el resto corresponde a los segmentos mas representativos de
distancia al centro de la red. La columna tedrico tienen valor dado por la tabla 1 y plicando el factor
de escala de la ecuacion 12 y la tltima la desviacion de la medida respecto al teodrico.

Los argumentos para cada frecuencia no mostraron variacion al cambiar la distancia al centro, se
indica el medico como media de todos los argumentos para la misma frecuencia y como error la
desviacion estandar. El tedrico es el calculado por la ecuacion 18.

La informacion de las tablas es la utilizada para graficar los valores medidos en las figuras 12 y 13

Tabla 8) Mediciones en continua, medidos con tester.

Eaitiling de Vel Teorico Desviacion
Condicion nodos de medido Error & kO | teori
igual d KO respecto al teorico
|Z] - ecuacion 17 - 7,86 +0,03 0,4% -

|Z] - Medido - 7,87 +0,09 1,2% 0,06%
d=1 (side) 4 4,02 +0,06 1,5% 3,94 2,22%
d=1,41 (diagonal) 4 5,21 +0,06 1,2% 5,01 3,94%
d=2 (Double side) 4 6,12 +0,07 1,2% 5,72 6,91%
d=2,24 (Knight's move) 8 6,65 +0,08 1,2% 6,09 9,22%
Argumento de Z - 0,0 +0,0 0,0% 0,0 0,00%
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Tabla 9) Mediciones en 100 Hz con el arreglo mostrado en figura 3

Cantidad de Valor 2 Y
8-04 . Teorico Desviacion
Condicion nodos de medido Error & kO | tebri
igual d kO respecto al teorico
|Z] - ecuacién 17 - 7,15 +0,01 0,2% -
|Z] - Medido - 7,11 +0,21 3,0% 0,60%
d=1 (side) 4 3,74 +0,11 3,0% 3,55 5,35%
d=1,41 (diagonal) 4 4,67 +0,14 | 3,0% 4,52 3,23%
d=2 (Double side) 4 5,66 +0,17 | 3,0% 5,17 9,51%
d=2,24 (Knight's move) 8 5,98 +0,18 3,0% 5,50 8,75%
Argumento de Z - -21,8 +0,7 3,0% -21,3 2,96%
Tabla 10) Mediciones en 400Hz con el arreglo mostrado en figura 3
Cantidad de Valor 2 Y
Condicié dos d medid Error Tedrico Desviacion
ondicion niogu(;sl de iglz 0 0 & kQ respecto al tedrico
|Z] - ecuacién 17 - 3,85 +0,03 0,7% -
|Z] - Medido - 3,80 +0,08 | 2,0% 1,31%
d=1 (side) 4 2,01 +0,04 | 2,0% 1,90 5,57%
d=1,41 (diagonal) 4 2,50 +0,05 2,0% 2,42 3,34%
d=2 (Double side) 4 2,94 +0,06 | 2,0% 2,76 6,61%
d=2,24 (Knight's move) 8 3,14 +0,06 | 2,0% 2,94 6,96%
Argumento de Z - -47,7 +0,7 1,4% -47,6 0,10%
Tabla 11) Mediciones en 506Hz con el arreglo mostrado en figura 3
Cantidad de Valor 2o Y
Condicié dos d did E Teorico Desviacion
ondicion ni(:guzsl de mf(glz 0 rror i kQ respecto al teérico
|Z] - ecuacion 17 - 3,24 +0,02 0,7% -
|Z] - Medido - 3,20 +0,09 | 3,0% 1,15%
d=1 (side) 4 1,66 +0,03 2,0% 1,60 3,83%
d=1,41 (diagonal) 4 2,14 +0,04 | 2,0% 2,04 4,89%
d=2 (Double side) 4 2,46 +0,05 2,0% 2,33 5,98%
d=2,24 (Knight's move) 8 2,70 +0,05 2,0% 2,47 9,13%
Argumento de Z - -49,2 +0,7 1,5% -49,3 0,25%
Tabla 12) Mediciones en 906Hz con el arreglo mostrado en figura 3
Cantidad de Valor 2 Ny
-2 . Teorico Desviacion
Condicion nodos de medido Error & kQ 1 teori
Sl kO respecto al teorico
|Z] - ecuacion 17 - 2,10 +0,01 0,4% -
|7] - Medido - 2,09 +0,04 | 2,0% 0,19%
d=1 (side) 4 1,10 +0,02 | 2,0% 1,05 5,04%
d=1,41 (diagonal) 4 1,44 +0,03 2,0% 1,33 7,93%
d=2 (Double side) 4 1,67 +0,03 2,0% 1,52 10,04%
d=2,24 (Knight's move) 8 1,81 +0,04 | 2,0% 1,62 11,73%
Argumento de Z - -47,4 +0,6 1,3% -47,0 0,90%
Nelson Canepa, UNSAM -2010 20/21
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Tabla 13) Mediciones en 1201Hz con el arreelo mostrado en fisura 3

(i b e Vellns Teorico Desviacion
Condicion nodos de medido Error & .
igual d KO kQ respecto al teorico
|Z] - ecuacion 17 - 1,74 +0,01 0,1% - -

|Z] - Medido - 1,75 +0,05 3,0% - 1,91%
d=1 (side) 4 0,93 +0,03 3,0% 0,88 5,61%
d=1,41 (diagonal) 4 1,21 +0,04 3,0% 1,12 8,04%
d=2 (Double side) 4 1,42 +0,04 3,0% 1,27 11,87%
d=2,24 (Knight's move) 8 1,54 +0,05 3,0% 1,36 13,66%
Argumento de Z - -44,0 +0,9 2,1% -42,8 2,73%

Tabla 14) Mediciones de R;, R>, R3; y C para el armado de la red de impedancia. El valor promedio es
el utilizado en tabla 2 y utilizado en trazado teorico figura 11. Los componentes R; y C mostraron
mayor dispersion en la medicion individual y se grdfica el histograma

R, la mayor cantidad de muestras de _
. . Histograma de R3
igual valor estan en el promedio
40
Maximo 21,90
Minimo 21.70 s30T C—Frecuencia
b 6 . .
Promedio R, (kQ) 21,80 820 —X Dist-Teorica
DesvEstandar 0,03 Eif 104 |
Histograma de R,
Clase Frecuencia 0+—x ' ' ’ I:l ’ X
2 & & & > 3 3 8
21,60 0 5 4 4 4 4 4 9 4
21,70 3 Clase en kOhms
21,80 78 Méximo 12,01
21,90 3 Minimo 11,91
2Z{18 v Promedio de R; (kQ2) 11,96
Y Mayor... L DesvEstandar 0,02
R, menos 2 mediciones el resto de .
valores iguales estan en promedio. Histograma de C
40
Maximo 1,18 :
Minimo 1,16 s30T = Frecuencia
c —X— Dist-Teorica
Promedio R, (k) 1,17 L 20+
(&)
DesvEstandar 0,002 £ 10l
Histograma de R,
Clase Frecuencia 0 _g e =z o o 3z e = ;
1,15 0 =) <) (<) =) =) <) o (<) > é
1,16 1 Clase en uF
1,17 82
1,18 1 Maximo 0,98
1,19 0 Minimo 0,86
y mayor... 0 Promedio C (uF) 0,90
DesvEstandar 0,02
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