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Se estudié el comportamiento cadtico de un circuito R-L-Diodo, el mas sencillo de
los circuitos eléctricos no lineales. A su vez, se model6 el comportamiento no lineal
del diodo, para luego contrastar cualitativamente las curvas medidas con las
predichas. También se corrobor6 la relacion de Feigenbaum, medido mediante de
dos formas, con valores experimentalesde 6=4.9+ 0.9,y 6=4.6 + 1.4,

I.Introduccion
a) Nociones de caos

Aqui se comentan los aspectos fundamentales
de un sistema, llamado caotico. Para buenas
referencias sobre caos, ver [1].

Un sistema cadtico es aquél dado por una
fuerte dependencia de las condiciones
iniciales y pardmetros. Con “fuerte” se refiere
aqui a la definicion de Liapunov de
inestabilidad, i.e.

Dada una ecuacién diferencial a’(t) = F(t,
a(t)), una solucién a(t, 0, xo) (i.e. a(0) = xo0)
se dice estable si dado € >0, to =0, existe 0
= & to) >0 tal que [k[[ < dimplica que la
solucion a(tto,x) existe y cumple que
[la(t,to,x)-a(t, 0, x0)// < € para todo t = to.
Una solucion es inestable o caotica si no es
estable. Q

Las caracteristicas generales de un sistema
caotico son

i) “Fuerte” dependencia de la solucién con
respecto de las condiciones iniciales (de
acuerdo con lo anterior).

ii) Lo rigen ecuaciones diferenciales no
lineales.

iii) Ante excitaciones monocromaéticas, las
respuestas tienen varias frecuencias. De
hecho suele ocurrir la llamada bifurcacion,
donde a ir variando un pardmetro P lo que
ocurre es que durante un tiempo la sefial es
monocromatica como la excitacion, pero al
llegar a un cierto valor de ese pardmetro, se
obtienen dos soluciones. Al  seguir
avanzando, éstas se vuelvan a desdoblar, para
obtener 4, 8,16,... soluciones.
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Se define la d de Feigenbaum como

(10) 5 — I:)n+l B Pn ,
I:)n+2 - I:)n+l

donde P, es el valor del parametro P
medido a la n-ésima bifurcacion (ver
figura n°1).
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fig n°1. Bifurcaciones segun el parametro P.

iv) Las secciones de Poincaré no son
periddicas, sino que “pintan” zonas del plano
(es decir, tiene forma de fractales).

b) Circuito R-L-diodo

Para el caso de un circuito formado por una

fuente de alterna, una resistencia, un inductor
y un diodo, se tiene el siguiente esquema:

L DI1MN4007

—— o p———

fuente @ B

fig. n° 1. Circuito R-L-Diodo.
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Se modelé el diodo como un capacitor
variable con una resistencia variable en
paralelo, de acuerdo con las figuras n® 2, 3y
4. Para tensiones mayores a U,, el diodo esta
en directa, con capacidad C, y resistencia
R,=1/G,, y para menores, en inversa, con
capacidad C; y resistencia R;=1/G;, con
G1=0, 0 sea Ry= 0.
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fig. n® 2. Modelo del diodo. Se supone que el diodo es
una cierta resistencia y capacidad fijas, para el régimen
de directa y otras, también fijas, para el régimen de
inversa.
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fig n°3. Curva de carga vs. tension en el capacitor del
diodo segun el modelo.
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fig n°4. Curva de corriente vs. tension en la resistencia
del diodo segun el modelo.

A partir de las leyes de Kirchoff para el
circuito equivalente, se obtienen las
siguientes ecuaciones diferenciales

dg _ G .
@ 4 -C—'k‘(q-qo)ﬂ,

R. N (E.cos(wt)-U,)

3ﬂ—— (@=0p) ——i
®) LC, L L

donde el subindice k es 1 0 2 dependiendo de
la region (ver figurasn® 2, 3y 4).
Definiendo el vector x(t) como

(4)  x(t) = (a(t) —g,.i(t)),

resulta que el sistema (2) y (3) se puede
escribir de la forma

) %(t) =~ A X() +b, (1)

con
o -2 1 f
[ U
A=p -1 -RO
a[ ST
M b= =)

Su solucion es del tipo

@) X() = Xg (6) + &M (x(t,) — Xy (o)),
con

(9) X (t) =c, cos(wt) +d, sen(wt) +e,.
(ver [2], [8] para mas detalles).

I1. Dispositivo experimental

El dispositivo experimental consistié en un
circuito R-L-diodo, es decir, una inductancia
L, un diodo D1N4007 y una resistencia de
carbén R, conectados en serie y alimentados
por una fuente de corriente alterna (ver fig. n°
5). El circuito se armd sobre un Protoboard.
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fig. n°5. Circuito utilizado

La resistencia utilizada fue de (220 % 22) Q,
y la inductancia, medida experimentalmente,
resulté de (0.84 + 0.04) mH.

Se midi6 con un osciloscopio la sefial de la
fuente en un canal y en el otro la caida de
tension en la resistencia. El software para la
adquisicion fue el Wavestar, y los datos
obtenidos se analizaron con el Origin 6.0.

Al graficar una sefial en funcién de la otra, se
vieron desdoblamientos de periodos al variar
frecuencia y amplitud de la sefial de entrada.
Se tomaron los valores de estos pardmetros
para desdoblamientos sucesivos (hasta 8
periodos se pudieron distinguir) de modo de
calcular el coeficiente de Feigenbaum.

I11. Resultados

Los dos parametros variables en el circuito
fueron la frecuencia y la amplitud de la sefial
de entrada. Para realizar las mediciones, se
fue variando uno de los dos; dejando fijo el
otro. Al cambiarlo, se observé que el grafico
se iba desdoblando, primero en dos periodos,
luego cada uno de ellos en dos mas, y asi
sucesivamente.

Se midid en qué valor del pardmetro variado
se observaban las transicionesentre 1y 2,2y
4,y 4 y 8 periodos. Con estos valores se
calculd el coeficiente de Feigenbaum. Los
graficos obtenidos se pueden ver en las
figuras n° 6 a 17, para la tension fija y
variando la frecuencia. A su vez se calculd la
FFT para corroborar el nimero de periodos.
En las figuras de las transformadas se indican
los valores de frecuencia de cada pico, y su
porcentaje respecto del fundamental, que en
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todos los casos coincidié con la frecuencia de
la fuente.
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fig. n° 6.Tension vs. t, para un periodo ( Viyente
=(220  2) kHz).
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fig. n°7 .Tensi6n en la resistencia vs. tension en la
fuente , para un periodo, y transformada de
Fourier de la primera vs. t ( Viente =(220 £ 2)
kHz).

oo
b
n

R
i “\ I (Wl Il
\

\\ H» ‘\ ul “

.
-
| |
14 \‘ I

tension (V)

\‘ | | | ‘\ |
| I |
‘ U H‘ |l “ ‘w‘ H ‘u

RN

-4 T T T T T T
-0.00001 0.00000 0.00001 0.00002 0.00003 0.00004 0.00005
tiempo (s)

fig. n° 8.Tensién vs. t, para dos periodos ( Viente
=(257 £ 3) kHz).
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fig. n°9 .Tension en la resistencia vs. tension en la
fuente , para dos periodos, y transformada de
Fourier de la primera vs. t ( Vigente =(257 % 3)
kHz).
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fig. n° 10.Tension vs. t, para cuatro periodos (
Viente = (265 £ 3) kHz).
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fig. n°11 .Tension en la resistencia vs. tension en
la fuente , para cuatro periodos, y transformada de
Fourier de la primera vs. t ( Viene =(265 £ 3)
kHz).
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fig. n°® 12.Tensién vs. t, para ocho periodos (Vsuente
= (270 + 4) kHz).
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fig. n°13 .Tensién en la resistencia vs. tension en
la fuente , para ocho periodos, y transformada de
Fourier de la primera vs. t (Viene = (270 £ 2)
kHz).

Los valores obtenidos para el coeficiente
de Feigenbaum (&) fueron:

e para una frecuencia fija de v = (256 +
1) Khz y tomando como pardmetro
variable la amplitud, 6=4.9 + 0.9,
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» para una amplitud fija de V,., = (5.20
+ 0.04) V y variando la frecuencia, 0
=46+ 1.4.

1V.Simulacion numérica

Se utilizé el programa Mathematica 5.0 para
hacer una simulacion numérica usando la
ecuacion (4).[ver Apéndice]

Los valores utilizados de capacidad y
resistencia del diodo en directa y en inversa
fueron obtenidos experimentalmente. Se hallé

C, = (8.7 £0.4) pF,
C, = (690+10) pF,
R = (28 +2)Q.

Con estos parametros, el modelo humérico no
arrojaba curvas que se asemejasen con las
observadas. Sin embargo, si se cambiaba el
valor de C, los graficos del modelo eran
cualitativamente semejantes a los
experimentales. Se utilizo C, = 69000 pF.
(este orden de magnitud es el utilizado en la
bibliografia citada). Ademas, las
bifurcaciones se obtuvieron en un rango de
frecuencias mayor que el esperado:
experimentalmente el rango era de 200 a 400
kHz, mientras que el utilizado fue de 800 a
1000 kHz.

A pesar de esto, el modelo es
cualitativamente muy bueno, ya que se ven
desdoblamientos de periodos y curvas
similares a las experimentales, que se pueden
ver en las figs. n° 14 a 16.

fig. n°14 .Tension en la resistencia vs. tension de
la fuente, segin el modelo numérico, para
E=4.558 V y w=900000 hz. Notar su semejanza
con la fig. n°9.

fig. n°15 .Tension en la resistencia vs. tension de
la fuente, segin el modelo numérico, para E=4.9
V 'y w=810000 hz.

fig. n°16 .Tension en la resistencia vs. tension de
la fuente, segin el modelo numérico, para
E=4.555 V y w=830000 Hz. Notar su semejanza
con la fig. n°11y 13.

V.Conclusiones

Se observé caos en un rango bastante
diverso de tension y frecuencia, aunque
siempre para frecuencias del orden de los
kHz. Se observdo el fendmeno de
bifurcacion para 2, 4 y 8 periodos. A
partir de aqui ya no se podian distinguir
con claridad la cantidad de periodos.

Con las transformadas de Fourier,
corroboramos la cantidad de periodos y
las frecuencias de cada componentes, que
eran las esperadas.
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A partir de los anterior, se halld el
coeficiente de Feigenbaum en dos casos
diferentes: el primero variando la tension
y dejando fija la frecuencia, para el que se
obtuvo & = 49 + 0.9; y el segundo
variando la frecuencia con la tension de la
fuente fija, para el que se obtuvo d=4.6 +
1.4. Estos valores concuerdan con el valor
tedrico de 4.669.

En cuanto al modelo numérico, se logré
una descripcion cualitativamente buena
del fendmeno de bifurcacion,
coincidiendo la forma de las curvas de
tension en la resistencia vs. tension en la
fuente con las experimentales. No se pudo
conseguir que los parametros obtenidos
experimentalmente para el diodo sirvan
para el ajuste numérico, por lo que se
concluye que el modelo necesita
perfeccionarse cuantitativamente.
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VI1.Apéndice

Simulacién numérica con el programa
Mathematica, en el archivo
caosenlabo5.nb
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