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Se estudid la levitacion de un anillo de aluminio producida por la fuerza de Lorentz (ani-
llo de Thomson). El anillo se halla en presencia de un campo magnético externo; la va-
riacién temporal del flujo magnético a través del anillo origina en el mismo una corrien-
te. Como consecuencia de la misma el anillo sufre una fuerza neta. Demostramos que la
fuerza se debe exclusivamente a la diferencia de fase que existe entre el campo magnéti-
co radial y el longitudinal. Derivamos una expresion teérica para la fuerza la cual fue ve-

rificada experimentalmente.

. Introduccién

Nuestro dispositivo consiste en un solenoide con un
nlcleo de hierro sobre el cual se engarza el anillo
como se indica en la Figura 1. El solenoide esta
alimentado con la tension de linea, la frecuencia es
de 50Hz. El eje del solenoide se coloca paralelamen-
te al campo gravitatorio; de esta forma la fuerza de
Lorentz que actda sobre el anillo esta orientada en
sentido opuesto al mismo; conociendo la masa del
anillo se puede obtener el valor de dicha fuerza.
Dicha fuerza proviene de la interaccion del campo
magnético que genera el solenoide, con la corriente
inducida por el mismo en el anillo. Esta explicacion
es sin embargo insuficiente para entender el fend-
meno en su totalidad. Se puede demostrar matema-
ticamente que si el campo magnético longitudinal
(B.) vy el transversal (B,) estan en fase, entonces la
fuerza de Lorentz sobre el anillo se promedia a cero
en un periodo de oscilacion de la tensién excitadora.
Nos propusimos estudiar el fenémeno desde un
punto de vista netamente experimental, sin tener en
cuenta cuales son las causas de este desfasaje.

1 Laboratorio IV. Cétedra S. Gil

Figura 1. Esquema del montaje del aparato.

En el siguiente trabajo hacemos primeramente una
descripcion de la experiencia con sus resultados a
continuacion, y luego se proponen dos métodos de
estudio. El primer método (Apéndice A. Método de
campo total) describe el tratamiento midiendo el
campo total generado por la barra 'y por el anillo. En
el segundo, en cambio, se realizan la mayor canti-
dad de mediciones sobre la barra solamente y luego
se mide cual es la variacion con una sola medicién
sobre el anillo, minimizando asi el error (Apéndice
B. Método de campo externo).

I1. Descripcion del arreglo experi-
mental

El sistema es bastante sencillo y consta de un bobi-
nado primario, una barra de hierro y un anillo de
aluminio.

El bobinado es un arrollamiento de cobre de 5000
vueltas de alambre de 0,3mm de diametro, montado
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sobre un carrete de plastico de didmetro interior de
20mm y exterior 60mm con una altura de 52mm. En
su interior se coloca la barra de hierro de didmetro
19mm (fijada con cinta en torno a ella para evitar el
movimiento) y altura 298mm. El anillo se enhebra
en esta barra de forma que pueda deslizar libremen-
te a lo largo de su longitud, y posee un diametro
interior de 19,5mm, exterior 25mm y altura 5mm.
Alternativamente se utiliz6 una barra de ferrite con
temperatura de Curie del orden de los 250°C (lejos
de la temperatura de trabajo) de un diametro de
18mm y un largo de 197mm.

Para la medicién de la f.e.m. inducida se utilizé un
pequefio bobinado de 6 vueltas de un alambre de
cobre més fino que el anterior, ajustado sobre una
cinta plastica que desliza en el nicleo de hierro. Se
utilizé un osciloscopio de 2 canales de forma que se
pudiese monitorear las diferencias de fase respecto
la linea y de dos posiciones relativas de la barra.
Ademas se utilizd6 un multimetro digital para la
obtencidn de la corriente que circulaba por el prima-
rio.

I11. Descripcion de la experiencia

Primeramente se procedid a la medicion sistematica
de la f.e.m. inducida respecto de la posicion relativa
al bobinado primario. La medicién se realiz6 tanto
para el médulo como para la fase (ver Figura 2,
trazo azul).

Luego, a fin de poder calcular la fuerza teéricamen-
te, colocamos el anillo en distintas posiciones y
medimos la f.e.m. en las cercanias (Ver Figura 2
trazo rojo).

Las posiciones que utilizamos no son arbitrarias
sino que corresponde a la posicién del anillo con un
peso extra. Para que el peso extra no perturbase el
equilibrio mecénico del sistema, fue agregado en
forma de anillos cortados de forma que no fuesen
circuitos cerrados. Al no estar cerrados, no se gene-
ra una corriente que modifique el campo original.
Esto fue probado experimentalmente con un anillo
cortado sin ser observada levitacién alguna. Ade-
mas, las modificaciones que presenta por corrientes
parasitas son ignorables, ya que no han podido ser
medida ninguna diferencia referente a la f.e.m. (am-
plitud y fase).

Destacamos que el equilibrio se obtiene soltando el
anillo desde una posicion y dejando que el sistema
evolucione hasta un estado estable. EI movimiento
descripto es el de una oscilacion amortiguada.

A continuacion se cambié el nucleo de hierro por
uno de ferrite y se midi6 tanto el desfasaje en los
extremos como la capacidad de hacer flotar a un
anillo.
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IV. Resultados experimentales

Para la f.e.m. inducida respecto de la posicion en el
sistema sin el anillo (teniendo en cuenta su desfasaje
respecto de la tension de linea) obtuvimos los valo-
res graficados en la Figura 2, en trazos azules.

El desfasaje se obtuvo en la forma usual, esto es,
graficando en un osciloscopio las figuras de Lissa-
jouse correspondientes a la tensién primaria en el
eje x y la secundaria en el eje y (como tensién se-
cundaria nos referimos a la tension que se midié en
la bobina de prueba), midiendo el ancho méaximo de
la elipse (V,.4)y Usando:

O = arccosg-m
I/lin

El valor de ¢, se calcula dividiendo la f.e.m. induci-
da en la bobina de 6 espiras (medida con el valor
pico a pico) por 12.
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Figu ra 2. Fuerza electromotriz con su desfasaje respecto de la
tension de entrada en funcion de la posicion. Estan graficados
los valores tanto sin el anillo como con el anillo 0 (primados).

Analizando la dependencia funcional de la f.e.m.
respecto de la posicion observamos que los datos
ajustan en muy buena forma a una caida exponen-
cial, como puede observarse en la Figura 3. Este
tipo de comportamiento se observa segun una for-
mula del tipo

g, =Ae™.
con B>0.
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€ inducida con la barra de hierro

100

Figura 3. Dependencia funcional de ¢, con la distancia. El
coeficiente de correlacion es de R’= 0,9986. Notese que la escala
vertical es logaritmica.

Las posiciones de equilibrio para el anillo con dis-
tintos pesos fueron numeradas con la denominacion
0, 1y 2, siendo su peso, altura de equilibrio y co-
rriente que circula por el primario:

Anillo | Peso (gr) | Ze(mm) | lg(mA)
0 3,2 80 283
1 7,2 48 286
2 11,2 32 289

Los datos medidos de la f.e.m. en entornos de las
posiciones de equilibrio del anillo fueron similares a
la Figura 2 (trazo rojo), donde se aprecian los valo-
res medidos para el anillo 0. Obsérvese que se han
tomado una serie de mediciones en posiciones tanto
arriba como abajo del anillo. En el grafico se com-
para como la deformacién se produce tanto en la
fase como en la amplitud de la f.e.m., siendo mas
importante en la primera. Notamos que la pendiente
de la funcion que describe el desfasaje presenta un
cambio marcado cerca del anillo (ver més adelante
en el calculo de la fuerza), no asi el valor de la
f.e.m. o su pendiente, que son funciones suaves y
gue presentan una variacion no muy marcada res-
pecto de la medicidn sin anillo.

La resistencia del anillo fue calculada utilizando las
dimensiones del mismo y el valor de la resistividad
del aluminio (2,90 10®Qm). Para nuestros valores
de seccion cuadrada (5,5mm por 5mm) y 9,75mm
de radio la resistencia del anillo es de aproximada-
mente 7,49 10°Q.

Como una primera aproximacion, usamos los valo-
res del sistema sin anillo, graficados en la Figura 2
con trazo azul, junto con la ecuacion

2
F) = g, 00
Z 20R 0z
para estimar el valor numérico de la fuerza de Lo-
rentz sobre el anillo. Esta aproximacion resultd ser
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insatisfactoria ya que en todos los casos la diferen-
cia entre ésta y el peso del anillo, era superior al
40% por defecto (el error del valor calculado es del
17%). Con miras a resolver este inconveniente rea-
lizamos las mediciones que se describieron ante-
riormente. Los datos asi obtenidos resultaron dan
una diferencia menor cuando insertados en la ecua-
cién 6. La diferencia rond6 en torno al 36% respecto
del peso del anillo por exceso (con el mismo error
de célculo de 17%).

Observando la Figura 2 vemos que 6(z) manifiesta
una variacion muy apreciable entre puntos inmedia-
tamente por debajo del anillo y puntos inmediata-
mente por encima. Esto se puede entender si tene-
mos en cuenta que el anillo representa una disconti-
nuidad de las propiedades del medio (tomando al
anillo como una espira de altura dz). Si bien no
existe una discontinuidad real de las magnitudes
fisicas en cuestion (ya que el anillo si tiene una
altura y esta es no despreciable), existe una varia-
cién muy fuerte de las mismas. Para que nuestras
mediciones nos pudiesen aportar informacion mas
precisa, necesitariamos considerar una mayor canti-
dad de puntos mas proximos al anillo e incluso en la
misma posicion que éste, lo cual se dificulta en la
practica debido a la posicion fisica del mismo.

Para resolver este Gltimo aspecto, se desarroll6 el
modelo equivalente detallado en el Apéndice B, al
cual se arriba considerando los campos generados
por el solenoide sobre el nlcleo solamente y mi-
diendo cual es la variacién que a estos le produce el
anillo. Arribamos a:

25, 0
&, 00 9
(F) =0 [ ~cos’ 6% sendcoso ]
7 20R ﬁ@z & ﬁ
Con este formalismo y los datos experimentales se
pudo calcular la fuerza de Lorentz sobre el anillo en
forma tedrica con un error por debajo del 15% con

respecto al peso del anillo (el calculo fue hecho con
error de 15%).

Anillo | Balanza | Método 1 | Método 2 | Método 3
0 31,440,9 18,7+3 4247 3615
1 70,6%0,9 43+10 91+15 83110
2 110+0,9 71+10 154425 125+20

Tabla 1. Resumen de valores medidos y calculados segiin los 3
métodos. Las unidades estan en mN. Los errores provienen de la
usual derivacion de la propagacion de los datos experimentales.

Analizando los valores con su error observamos que
para el método 1 los calculos son completamente
erréneos y, como ya sabemos, se debe a no tener en
cuenta los efectos de la autoinductancia de la bobi-
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na, esto es, de como modifica el anillo al campo
externo.

Para el método 2, sin embargo, los resultados son
mas cercanos, pero aun fuera del margen de error.
Atribuimos esta diferencia a que la obtencion de la
derivada de ¢ respecto de la posicién para el caso
de los campos con el anillo, presentan un cambio
brusco en la pendiente que no permite la obtencién
de dicho valor con precision. Si bien la forma de
mejorar la derivada numérica es la obtencion de
mayor cantidad de puntos cercanos a la coordenada
en cuestion, el tamafio del anillo nos limitaba seve-
ramente a un espaciado de 5mm (altura del mismo)
en la zona de interés.

Segun las predicciones hechas, el tercer método es
el mas preciso, pero hasta aqui estamos alejados del
valor medido mecanicamente. Observamos que
todos los calculos son mayores que estos. Dicho
problema puede deberse a algin tipo de mecanismo
no tenido en cuenta (como ser los efectos disipati-
VOSs).

Ademés de las mediciones en la barra de hierro se
realizd6 una prueba sobre una barra de ferrite
(U000 y T.[260°C) para medir si habia un desfa-
saje neto, pero en la longitud total no se observo
diferencia alguna (ver Figura 5y Apéndice C).

El desfasaje producido entre los campos magnéticos
longitudinal y transversal puede entenderse si con-
sideramos que por la presencia de medios materiales
el campo total recibe una contribucion de la magne-
tizacién inducida en el medio. Independientemente
de las propiedades del medio, la magnetizacién, que
es en definitiva fuente de campo magnético, no se
produce en forma instantanea, con lo cual, el campo
total tendra una contribucién, que es la del campo
generado por la corriente del primario, y la contri-
bucion de la magnetizacién que, como no es instan-
tdnea, no estara en fase con la primera. Esta es la
razén fundamental por la cual, en ausencia de me-
dios materiales se puede proponer una solucion tipo
la propuesta en el apéndice VII, ec. 14, mientras que
cuando no es asi el estado del sistema nunca puede
considerarse cuasiestacionario y se arriba a una
ecuacion de ondas.

V. Apéndice A. Método de campo
total

Consideremos la expresion para la fuerza de Lo-
rentz:

dF =1dl xB 1
que es la fuerza que actla sobre el elemento de
longitud orientado (d1) a causa de la corriente I que
circula por el mismo (aqui estamos aproximando
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que el anillo es una espira sin volumen). Esta es la
corriente total inducida y viene dada por:

£ 0
[=5.=-099 2
R ot
donde R es la resistencia del anillo. Escribiendo:
o= ([BS
A{lo
a 2m 3

Q= J'J'rdrd OB. (r, z)e_’“ = (p(z)e_’”
00

donde a es el radio del anillo y wla frecuencia an-
gular de la tension de linea surge, reemplazando en
1:

dF). = —iw;f(z)Br (z,a)e* ™ 2dI 4

z

con:
dl = \dl‘

donde se uso el hecho de que el campo magnético
radial y el longitudinal tienen la misma dependencia
armonica temporal. Claramente esta Gltima expre-
sion tiene promedio temporal nulo.

Supongamos empero, que existe un desfasaje que
depende de z, entre el campo magnético radial y el
longitudinal. De manera que, reemplazando 3 por:

0= q)(z)e-i(w-e(z)) :

Bajo estas condiciones, y suponiendo la inexistencia
de monopolos magnéticos (div B=0), el campo
magnético transversal queda:

__ 1 09

' 2TR 0z
Jugando un poco con las ecuaciones se llega a que
el valor medio de la fuerza en la direccién longitu-
dinal es:

_ g’ 06

donde:

£, = 0(z)w 7

Esta ultima formulacién se ha hecho en términos de
los campos totales. El objeto de este modelo es dar
un indicio del origen de la fuerza. Sin embargo,
expresiones cuantitativas para 6(z) y @z) estan fuera
del alcance de la misma. Una formulacién completa
implicaria la resolucion de las ecuaciones de Max-
well en presencia de medios materiales con condi-
ciones de contorno apropiadas; éste no es el objetivo
del trabajo.
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VI. Apendice B. Método de campo
externo

Un modelo equivalente al anterior en lo que respec-
ta a los aspectos tedricos, pero que presenta ventajas
a la hora de medir experimentalmente el desfasaje
que hay entre los campos B, y B., es el siguiente:
hacemos una formulacién en términos de los cam-
pos externos. Denotaremos con ” las cantidades en
presencia del anillo y por omision las cantidades en
ausencia del mismo. El flujo total del campo magné-
tico a través del anillo viene dado por:

qa(z,t)Z qo(z,t)+LI 8
donde L es la auto-inductancia del anillo en presen-
cia de la barra de hierro, y no en el vacio. Tomando
la derivada temporal parcial de 8 y usando:
&=—-RI

surge:
S0P gy 9
ot dt

Usando la ecuacién 7 para los valores con el anillo,
la8ylab,sellegaa:

é(z) = 9(2)+ o
£,(z)=¢,(z)cosa .
Usando ademas, que:

09(z,1) _ 09z,1)

0z 0z
a z fija, se obtiene
A 0¢,
% = % - @ tg 5
dz 0z &,
%% _ aicoscS +&, %sené :
0z 0z 0z

Finalmente, haciendo uso propicio de estas ecuacio-
nes, se obtiene, junto con 6 (donde se sobreentiende
que las cantidades que en ésta aparecen son las
cantidades en presencia del anillo):

o
6cox:?(S—@sen(Scoséﬂ 10

2
Fl=0
7 2aR ﬁaz &

que permite expresar la fuerza en término de las
cantidades “en ausencia del anillo”, lo que resuelve
nuestro problema de medicion.

La cantidad o se puede estimar mediante la relacién
0 = ¢ 11
donde la diferencia de tiempos es la relativa a la
fase de la f.e.m. inducida con y sin el anillo.
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VII. Apéndice C. Razones fisicas

Intentaremos ahora, dar argumentos que permitan
justificar la suposicion de que el campo magnético
radial y el longitudinal estan desfasados.
Consideremos el caso de una espira circular alimen-
tada por una corriente
I=1,". 12
Calculemos el campo magnético en todo punto del
espacio. Las leyes diferenciales que rigen el fené-
meno son las ecuaciones de Maxwell en el vacio,
que para el caso del aire es una buena aproximacion.
Dado que el cociente:
2; LN Y U T
¢ 300°7,
es valido hacer la aproximacién cuasiestacionaria,
proponemos entonces la forma funcional

B = B(r)e
E=E(r)e™

La ecuacion de Maxwell que liga el rotor del campo
magnético queda

OxB :iQE(f)+4—nJ(f)
C C

habiendo supuesto que la dependencia temporal de
la densidad de corriente es armonica. Despreciando
el término lineal en w y teniendo en cuenta que
solo nos interesa calcular el campo en puntos exter-
nos a la espira misma:

OxB=00 B=0®
Haciendo uso de que la divergencia del campo
magnético es 0, surge

14

O0°® =0
La solucién de esta ecuacion existe y estd dada por
o(r,0)= Za,rlP,(COSQ) 15

120

donde hicimos uso explicito de la simetria asimutal
del problema e impusimos ademas que el campo sea
acotado en el origen. Los coeficientes se pueden
encontrar facilmente por el método de prolongacion
analitica desarrollando el potencial sobre el eje de
simetria de la configuracion en serie de potencias y
comparando los coeficientes. Con la dependencia
funcional 15 resulta evidente que la componente
transversal y longitudinal del campo magnético no
van a estar desfasadas. El caso de un solenoide
finito puede ser tratado de la misma forma usando el
principio de superposicién y las conclusiones ante-
riores siguen siendo validas.

Los resultados anteriores son una evidencia muy
contundente; el desfasaje de los campos parece estar
ligado indefectiblemente con la presencia de medios
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materiales. En el siguiente anlisis trataremos de
demostrar que es asi.

Las ecuaciones de Maxwell en presencia de medios
materiales son

DXH:1@+47T[ ;
c 0t ¢
OLD =4mp

y las usuales para el rotor del campo eléctrico y la
divergencia del campo magnético. Si suponemos
ademas las relaciones constitutivas para medios
lineales, is6tropos y homogéneos

B=uH

E=¢D

se puede llegar con un poco de &lgebra a demostrar
que en la regién de interés donde no hay corrientes

mtp= H 9D
c’e o
DZH :Lazg
c’e ot

Tomemos la ecuacion para el vector induccidn
magnética. Si hacemos uso explicito de la simetria
asimutal, para una componente arbitraria del vector
H, la ecuacion queda

0°H, Llod, | 0°H, _ p 0°H,
orr  r or 02 e o

Proponemos una solucién de la forma

H,=R()Z()r ()

y sin entrar en demasiado cuenterio:

T()=ae' " +be ' *

donde A es una constante de separacion de la ecua-
cién diferencial. A su vez:

Z(z) =ce" PV 4 deT AV
donde y es otra constante de separacion. Los coefi-
cientes a, b, ¢ Yy d, son, en general, funciones de Ay

¥, y una solucidon completa involucra integracién
sobre estas variables.
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Deformacion de la onda

t (f=50Hz)

5mm

105mm (x2) 205mm (x4) ‘

Figura 4. Deformacién de la f.e.m. medida en distintas posi-
ciones de la barra desde la bobina primaria. Las diferencias de
fase no son las observadas.

Eligiendo sin embargo las constantes adecuadamen-
te, facilmente se ve que:

ifr-F o’y
Z()r()=o(,y)e " == OF 16
Pero este producto es la forma funcional de la solu-
cién para una componente arbitraria del campo H.
Vale decir que, para las otras componentes, las
constantes de separacion seran diferentes. Si bien
esto no constituye una demostracién formal, se ve
claramente de la ecuacion 16 que la misma contem-
pla la situacion en que la componente radial y longi-
tudinal del campo H, y con ellas las del campo B,
puedan estar desfasadas y que este desfasaje depen-
da de la posicion.
Notemos que la ecuacion 16 describe una amplia
variedad de fendmenos. Por ejemplo, si no restrin-
gimos las variables A y y al dominio real, entonces
una posible solucion seria una oscilacion modulada
por una exponencial decreciente en z. Esto esta en
concordancia con el hecho experimental de que la
tension tiene un valor decreciente a medida que uno
se aleja del centro del solenoide. Recordemos que el
maédulo de la tensidn que medimos esta directamen-
te vinculado al médulo del campo magnético me-
diante la ley de Faraday. Por otro lado si admitiéra-
mos las relaciones no locales en el tiempo

p=Hw)
e=e(w)’
entonces la dependencia temporal de la solucién
deja de ser sinusoidal, cuando se realiza la superpo-
sicion de todas las componentes infinitesimales que
contribuyen a la solucion completa. Esto vuelve a

estar en estrecha relacién con las evidencias expe-
rimentales. Vemos (ver Figura 5 y Figura 4) que en

17
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el caso del ferrite, la forma funcional de la tensién
medida sobre el material ya no era arménica en el
tiempo.

Observemos ademas que &, para no ser mas restric-
tivos, también puede considerarse como una canti-
dad compleja. Esto hace aparecer naturalmente la
conductividad de los materiales, lo cual nos hace
suponer que el comportamiento de los mismos fren-
te a un campo externo es totalmente diferente de-
pendiendo si el material es conductor o no lo es.

En nuestro caso, observamos que para las medicio-
nes del ferrite, no se manifestaba un desfasaje de la
tension inducida respecto de linea a distintas alturas
(ver nuevamente Figura 5) lo cual nos hace eshozar
la hipdtesis de que el desfasaje puede estar relacio-
nado también con las corrientes parasitas inducidas
en el material; o sea, como el ferrite no es conduc-
tor, grosso modo, no se inducen corrientes y, por
tanto, no se observa desfasaje. Por otro lado, en la
barra de hierro que si es conductora, si se inducen
corrientes y, como es el caso, se observa desfasaje
(ver Figura 2).

F.e.m. inducida en el ferrite

mV

t (f=50Hz)

F.e.m.a 0,5mm F.e.m. en el extremo ‘

Figura 5. F.e.m. inducida en la barra de ferrite en los extre-
mos opuestos. Obsérvese la diferencia de fase es practicamente 0
v la gran deformacion de la onda senoidal de entrada.

Otra cuestion que sale de la generalidad de este
tratamiento es la de considerar las propiedades ani-
sotrépicas del medio. Si tenemos en cuenta que, por
ejemplo, las propiedades mecénicas de un elemento
de metal pueden cambiar segin sea el proceso de
fabricacién (por ejemplo las chapas fabricadas por
laminacion continua en un sentido), surge que tam-
bién las propiedades electromagnéticas pueden
depender de esto. Un analisis detallado de la formu-
lacion sugiere que en 17, las funciones pueden ser
tensoriales y, por tanto pueden dar lugar a que la
propagacion de la onda electromagnética radialmen-
te en nuestra barra sea distinta a la propagacion
transversal, dando lugar a efectos mas variados que
el simple desfasaje, como ser una frecuencia distin-
ta. Esto no es lo observado en nuestra experiencia,
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por lo menos en la precision que nos permiten los
instrumentos.
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