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En este trabajo se estudian las frecuencias de resonancia de una caja rectangular de
madera. Se encontraron varias frecuencias de resonancia que coinciden con los
valores esperados tedricamente. Para tres frecuencias de resonancia en particular se
estudio la relacion entre el ancho de la curva de resonancia y el tiempo de decaimiento
de cada modo y se encontré una relacion inversa entre ambos parametros, en

concordancia con la teoria.

| . Introduccién

El comportamiento del sonido en la materia
esta descrito por la ecuacion
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donde p es la presion y c es la velocidad del
sonido en el medio. Para un sistema de tres
dimensiones una solucion para (1) es

P = Ae'“ cos(k, X) cos(k, y)cos(k,z) (2)

donde ki,ky y ks son las componentes del
vector de onda k (k* = ki® + k,* + ks°) y a=ck.

En una caja rectangular de lados a, b, ¢ y
teniendo en cuenta las condiciones de borde
del problema, que en este caso requieren que
la presion sea maxima en cada una de las
paredes de la caja, la ecuacion (2) se
convierte en *?

P = Ae“ cos, g x)cos(, % y)cos(, g 2)(3)

donde n; ,n, y n; = 1,23, .... Reemplazando
esta ecuacion en (2) obtenemos

o =[] [ 2] 4 =c’k?(4)
a b c

o bien, en términos de frecuencia
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Esta ecuacion muestra que la frecuencia de
oscilacion natural de un gas en una caja esta
cuantizada. Solo son posibles algunas
frecuencias de oscilacion, dadas por la
ecuacion (5) y caracterizadas por los la triada
de ndmeros (ny, n,, n3). También vemos que
las frecuencias no son multiplos unas de las
otras. La idea de que las frecuencias naturales
estan relacionadas armonicamente no es
cierta para sistemas de méas de una
dimension®.

Una de las caracteristicas a estudiar en este
informe consiste en analizar como influye un
termino de rozamiento en la ecuacion de onda
(1), ecuacién que se transforma en

2
d7p+rd7p

c?Op =
P dt? dt

(6)

Efectuando la separacion de variables, la
ecuacidn que contiene coordenadas espaciales
no se ve modificada, dando los mismos
valores de @, (los cuales desde ahora, por
razones que se veran mas adelante,
llamaremos w). Sin embargo, la componente
temporal si sufre una modificacién, de donde
resulta la siguiente ecuacién diferencial:
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2
d°T L dp
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La forma de esta ecuacién diferencial
depende de la siguiente relacién

D=w,’-(T/2)? (8)

Si D > 0, se dice que el sistema es
subamortiguado, si D = 0, que el sistema es
criticamente amortiguado, mientras que si D
< 0, que el sistema es sobreamortiguado. En
nuestro caso s6lo ocurrira el caso
subamortiguado (D > 0), en el cual la
solucion es de la forma:

2
T= Aex;{—gtjse W’ —(;j t+@| (9)

donde A y @ dependen de las condiciones
iniciales.

Una magnitud interesante es el tiempo (to)
que transcurre para que el factor exponencial
de la solucion anterior decaiga en e de su
valor inicial. Se observa facilmente de la
ecuacion (9) que to = 2/7. El valor de t, es
una de las magnitudes que se determiné
experimentalmente. Se define tiempo de
decaimiento (7) como la mitad de t,, 0 sea:

_1
r—l_ (10)

Otra caracteristica a estudiar de estos
sistemas es su respuesta al forzarlo con una
sefial externa de frecuencia definida. Debido
a que la solucion transitoria decae
exponencialmente, al forzar con una
frecuencia definida, el sistema oscilara sélo
con esa frecuencia una vez que el transitorio
se hace despreciable. La amplitud de la
solucion correspondiente al término forzado,
alcanza los valores mas altos en las
frecuencias de oscilacion propias del sistema,
0 sea en aquellas que se obtienen de resolver
la parte espacial luego de la separaciéon de

variables. Un objetivo es determinar como es
el comportamiento de la amplitud para
frecuencias cercanas a las de resonancia. Para
comprender este fenémeno, afiadimos a la
parte temporal de la ecuacion diferencial un
termino “forzado” usando como analogia un
sistema mecénico. La ecuacion queda, para
cada «y de la siguiente forma:

2
deT +rdp
dt? dt

+ W, T =Fcos(at) (11)

siendo F, en un sistema mecanico la amplitud
de la fuerza por unidad de masa. La solucion
de esta ecuacion tiene una parte que es
idéntica a (9), que recordamos que decae en
el tiempo, mas un termino estacionario (Te)
de la forma

Te = K, cos(at) + K, sen(at) (12)

donde K; y K, se obtienen reemplazando (12)
en (11) y pidiendo que la igualdad se cumpla
para todo tiempo. Una forma alternativa de
(12) es la siguiente:

Te=Kcos(at +a) (13)

donde K y a se relacionan con K; y K,
mediante relaciones trigonométricas. Puede
demostrarse facilmente que:

K? = R
a)ZI—Z +(CL)02 _a)2)2

(14)

El modulo de K, que de ahora en adelante lo
llamaremos simplemente K, es otra de las
magnitudes que se determind
experimentalmente.

Una magnitud de interés es la potencia por
unidad de masa consumida en el estado
estacionario promediada en un ciclo T =
w2719, Esta esta definida por:

.
le cos(m)(dTejdt (15)
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Calculéandose la expresion anterior ), se llega
a

_ FT o’
2T + (" =~ "))

(16)

I w?

P= K? (@7

El valor de wpara el cual P se hace maxima
es «y. Valores importantes son aquellos
valores de w para los cuales P alcanza la
mitad de su valor maximo. Se llega a que
estos valores son “:

2 I°

w=.|w, +4ig (18)

El intervalo de frecuencias entre estos dos
puntos se define como ancho de semipotencia
(4a), deduciéndose de (15) que:

Aw =T (19

De las ecuaciones (10) y (19) se observa una
importante relacion entre las magnitudes Aw

yT.
TAw =1 (20)

El objetivo de este trabajo consistio en
encontrar las frecuencias de resonancia de
una caja rectangular de madera, medir el
ancho de la curva de resonancia y compararla
con el tiempo de decaimiento de cada modo.

11 . El Experimento

1. Frecuencias de resonancia

El dispositivo experimental utilizado para
buscar las frecuencias de resonancia (figura
2.1) consistio en un parlante conectado a un
generador de funciones ubicado en el vértice
de una caja rectangular de madera de
dimensiones 68,5cm x 53,8cm x 28,2cm. En

el vértice diagonalmente opuesto de la caja se
colocd un micréfono con su correspondiente
amplificador, cuya ganancia era de 3,13.
Tanto la salida del generador como la sefal
del microfono se observaron simultaneamente
en un osciloscopio.

Generador
q

micréfono

— parlante

Osciloscopio
e

Figura 2.1: diagrama del dispositivo experimental
utilizado para encontrar las frecuencias de
resonancia de una caja rectangular.

Para encontrar las frecuencias de resonancia
se selecciond en un generador de ondas
Tektronix CFG 253 una sefial sinusoidal de
amplitud 240mV pp. y se realiz6 un barrido
en frecuencia desde los 200 Hz hasta los 2,5
KHz. Se registraron aquellas frecuencias en
las que se observaba un aumento de la
amplitud de la sefial del micr6fono. Esta
operacion se realizd dos veces y las
frecuencias que se repitieron fueron
estudiadas mas detalladamente con un
generador de funciones mas sensible -
Keithler 3910 —

Para ello se selecciond en este generador una
frecuencia algo menor que la encontrada
previamente y se aument6 la frecuencia en
incrementos de 1 Hz. Una vez encontrada la
frecuencia f g que generaba el maximo de
amplitud A nax , Se continué aumentando la
frecuencia hasta encontrar el valor para el
cual la amplitud hubiera decaido a la mitad.

La diferencia entre estas dos frecuencias,
correspondiente al ancho de la curva de
resonancia, se tomo como el error de la
medicion Af. Los resultados encontrados se
muestran en la tabla 2.2
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fres (HZ) Af (HZ) A max (V)
(£0,05V)
653 10 2,52
748 7 3,70
780 8 7,04
944 12 5,04
1030 15 4,24
1121 27 3,06
1418 4 3,00
1915 13 1,80
1989 9 1,90
2205 6 1,40

Tabla 2.1 : Frecuencias de resonancia medidas;
amplitud maxima de cada modo y ancho de la
curva de resonancia.

Observamos que la amplitud méaxima de los
modos primero crece y luego cae con la
frecuencia y que el ancho Af de cada
resonancia es variable. Esto sugiere que la
disipacion de energia en cada modo se
comporta diferente.

Una vez medidas las frecuencias de
resonancia f meq , S€ utilizé la ecuacion (5)
para buscar los valores tedricos f , de las
frecuencias de resonancia. Para ello
asignamos distintos valores enteros a ny, N, y
nz y comparamos las frecuencias obtenidas
con los resultados experimentales, buscando
aquellas que més se acercaran a la medida.

f med (hZ) Af f teo (hZ) Ny Ny N3
653 10 647,39 1 0 1
748 7 739,34 3 0 O
780 8 775,45 2 0 1
944 12 941,36 0 3 O
1030 15 1034,53 4 1 O
1121 27  1115,58 0 3 1
1418 4 1412,27 1 4 1
1915 13 1918,32 1 2 3
1989 9 1990,91 1 6 1
2205 6 2210,29 1 7 O

Tabla 2.2: Resultados experimentales
comparados que los valores calculados
tedricamente luego de ajustar por cuadrados
minimos la velocidad ¢, de manera de minimizara
las diferencias.

Modificando la velocidad del sonido ¢ s se
buscd un valor para ¢ s que minimizara la
suma de los cuadrados de la diferencia entre
cada f . Yy su correspondiente f . El valor
obtenido fue de ¢ ¢ = 337,6 m/s para una
temperatura ambiente de 25 °C. Los
resultados se muestran en la tabla 2.2 y en la
figura 2.2
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Figura 2.2: Correspondencia entre las frecuencias
de resonancia medidas y las frecuencias tedricas
encontradas a partir de la ecuacién (5)

Vemos que las frecuencias de resonancia
encontradas son sélo algunas de las
frecuencias propias de la caja.

Para las frecuencias 780Hz, 1121Hz vy
1418Hz se midieron detalladamente los
valores de amplitud de la sefial del micréfono
con el fin de construir la curva de resonancia
para esas frecuencias. Los valores obtenidos
se muestran a continuacion.

8 Max =7.28 V
f o= 780 HZz n

74 m:

Tension (V)

T T T T T T T
765 770 775 780 785 790 795

Frecuencia (Hz)

Figura 2.3 (a)
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Max = 3.72 V
4.04 -
e = 1121 Hz
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Frecuencia (Hz)

Figura 2.3 (b)

Max = 3.04 V
30+ f ax =1418 Hz ™ .

m:

Tension (V)

T T T T T T
1400 1405 1410 1415 1420 1425

Frecuencia (Hz)

Figura 2.3 (c)

Figuras 2.3 (a), 2.3 (b) v 2.3 (c): Curvas de
amplitud (K) en funcién de la frecuencia en los
entornos de las frecuencias de resonancia de 780
Hz, 1121 Hz y 1418 Hz respectivamente.

2. Tiempo de decaimiento

Con el objetivo de medir el tiempo de
decaimiento de los modos de oscilacion se
utilizo el mismo dispositivo de la figura 2.1,
pero en esta oportunidad el parlante era
controlado por un circuito como el mostrado
en la figura 2.2.

Generador

Figura 2.4: Circuito utilizado para controlar el
encendido y apagado del parlante. No se muestra
la salida del micr6fono, que tambien se adquirio
digitalmente (MPLI)

Este circuito fue diseflado de manera de
poder alimentar el parlante con una onda
senoidal y luego poder cortar la sefial y
permitir que el sistema se relaje. Consiste en
un transistor en la base del cual se conecto un
generador que emitia una onda cuadrada. El
colector se conect6 a una de las salidas de
relay. La otra salida del relay se conectd a
una fuente que proporcionaba una tension
constante de 12V. Las otras dos salidas del
relay se conectaron al parlante y un generador
gue enviaba una onda sinusoidal. De esta
manera cuando el generador de la base del
transistor envia un voltaje distinto de cero, el
transistor permite el paso de corriente desde
la fuente a través del relay hacia el emisor del
transistor. Esta corriente atraviesa una bobina
dentro del relay, cuyo campo magnético atrae
una llave que cierra el circuito de la derecha.
Este circuito consiste en un parlante y un
generador conectado a un amplificador de
audio, usado para adaptar las impedancias del
generador y el parlante. Entre el colector y el
emisor se conectdé un diodo con el fin de
proteger al transistor de las posibles corriente
producidas por la fem inducida en la bobina
del relay cuando se corta la corriente. Tanto
la salida del parlante como la del micréfono
fueron capturados con un sistema de
adquisicion digital (MPLI)

La figura 2.4 muestra los resultados
obtenidos para una frecuencia de arbitraria
648 Hz. La sefial en rojo corresponde al
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parlante y la sefial en azul es la sefial del
microfono.

Pateriial w2, Tans

13 4 141
Vi i

Figura 2.5: Seflal del parlante (rojo) y el
micréfono (azul) para una sefial de 648Hz. Se
observa el régimen transitorio y el decaimiento de
las oscilaciones.

Puede verse que el parlante comienza a
oscilar en determinado momento y durante
cierto tiempo y luego se detiene. La sefial del
micréfono muestra el régimen transitorio
cuando se inicia el movimiento del parlante,
el régimen estacionario y finalmente, una vez
apagado el parlante, el decaimiento de las
oscilaciones.

Se adquirieron mediciones como esta para las
tres frecuencias 780Hz, 1121Hz y 1418Hz
estudiadas en detalle en I1.1. Se adquirié
durante 0.3s a una frecuencia de adquisicion
de 15KHz.

Los siguientes graficos muestran el
comportamiento simultaneo de las sefales
de entrada y salida para las tres
frecuencias de resonancia Se aprecia
como la sefial de salida no se interrumpe
instantdneamente cuando lo hace la sefial

de entrada, pero comienza a descender en
amplitud segin lo esperado para una
oscilacién libre a traves de la expresion
(9). También se aprecia como la sefial de
salida no adquiere instantaneamente su
amplitud maxima, sino que necesita un
periodo de tiempo para entrar en régimen.

3 Pgnangial vy, Tiss

P rwiial &5 Pk

- e——— i —_— e ]
[4T] (g ] [:h] ] iy [ ) [ [k} ]

e i
Figura 2.6 (a): Frecuencia de resonancia = 780
Hz

5 F 1 g, Theag

[ T T

e 1
Figura 2.6 (b): Frecuencia de resonancia = 1121
Hz
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Figura 2.6 (c): Frecuencia de resonancia = 1418
Hz

Figuras 2.6 (a), 2.6 (b) y 2.6 (c): Curvas de
tension en funcion del tiempo. La sefial de entrada
(parlante) corresponde al color rojo mientras que
la de salida (micr6fono) corresponde al color azul.

I111-Discusion

Los siguientes graficos se realizaron con el
objetivo de encontrar el ancho de
semipotencia en las tres frecuencias
estudiadas con anterioridad, para ello se
gréafico ofK? vs. w(wes igual a la frecuencia
multiplicada por 27). Observar que P y o/K?
difieren en un factor /72 (ecuacién 17), pero
como este factor es constante (0 sea, no
depende de @) el ancho de semipotencia es el
mismo. Asi, de la relacion anterior se puede
obtener Aw.
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Figura 3.1 (a): Frecuencia de resonancia = 780
Hz

Figura 3.1 (b): Frecuencia de resonancia = 1121
Hz

8.00E+008 4
7.00E+008 - L]
6.00E+008 -
5.00E+008 - L] .
4.00E+008 - .

2.00E+008 -

K2 (V2/s?)

1.00E+008 4 L

0.00E+000 T T T T T T T T 1
8780 8800 8820 8840 8860 8880 8900 8920 8940 8960

(s

Figura 3.1 (c): Frecuencia de resonancia = 1418
Hz

Figuras 3.1 (a), 3.2 (b) v 3.3 (c): Curvas de K*cf
en funcion en funcién de w para determinar Aw

Los gréaficos que se muestran a continuacion
permiten observar como decae la sefial de
salida cuando se retira la sefial de entrada.
Observando el intervalo de tiempo que
transcurre hasta que la amplitud de Ila
exponencial moduladora decae en e del
valor que tenia justo en el momento que se
retiro la sefial de entrada puede determinarse
to, y de ahi el valor de 7. Las frecuencias a las
gue se realizaron estas mediciones son las de
resonancia de los gréficos anteriores.

El método empleado para encontrar t, fue el
siguiente: se buscaron los puntos que
correspondian a maximos locales, o sea
aquellos puntos que eran mayores a Sus
vecinos inmediatos tanto por izquierda como
por derecha. Luego, de estos puntos, se
determind el que correspondia al valor
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maximo entre ellos (es la amplitud una vez
que se retira la sefial de entrada), y finalmente
se buscé el punto que mejor aproximaba a e
de ese valor maximo. El intervalo de tiempo
transcurrido entre estos dos puntos es
justamente t,.

t,=0050s

1 1=0.025s

Tension (V)

T T T T T T T T T 1
014 016 018 020 02 024 026 028 030 032

Tiempo (s)

Figura 3.2 (a): Frecuencia de resonancia = 780
Hz

t,=0.020s

04| 1=0.010s

03

02

0.1

0.0

Tension (V)

01

02

03

T T T T
020 022 024 026 0.28 030

Tiempo (s)

Figura 3.2 (b): Frecuencia de resonancia = 1121
Hz

o4 . 1=0.020s

Tension (V)

Tiempo (s)

Figura 3.2 (c): Frecuencia de resonancia = 1418
Hz

Figuras 3.2 (a), 3.2 (b) y 3.3 (c): Curvas tension
en funcidn del tiempo luego de retirarse la sefial
de entrada para determinar 7.

La siguiente tabla resume los valores de Awy
7, asi como el resultado de (74« con
objetivo de verificar la ecuacion (20) en cada
una de las tres frecuencias de resonancia
mostradas en los graficos anteriores.

Frecuencia de yaln) 7(s) TAw
resonancia (Hz) | (Hz)

780 37.7 | 0.025 | 0.9425

1121 100.5 | 0.010 | 1.0050

1418 50.3 | 0.020 | 1.0060

Tabla 3.1: Valores de Aw 1y T Awpara las tres
frecuencias de resonancia estudiadas en detalle.
Pueden compararse los resultados de la dltima
columna con la prediccion teérica dada por la
ecuacion (20).

1VV-Conclusion

En este trabajo se estudiaron las frecuencias
de resonancia de una caja de madera
rectangular.

Se encontraron varias de las frecuencias de
resonancia predichas por la ecuacion (5). Los
resultados experimentales y tedricos fueron
ajustados por cuadrados minimos variando la
velocidad del sonido c. EI valor que mejor
ajustaba los datos fue de ¢ = 337,6 m/s.

Para las frecuencias 780Hz, 1121Hz y 1418
Hz se midieron detalladamente los valores de
amplitud de la sefial del microfono y se
construyd la curva de resonancia para esas
frecuencias, de la cual se extrajo el valor para
el ancho de semipotencia Aw

Con el fin de medir el tiempo de decaimiento
de los modos de oscilacion se construyd un
circuito para alimentar el parlante con una
onda senoidal y luego poder cortar la sefial y
permitir que el sistema se relaje. Se midieron
las mismas tres frecuencias estudiadas
anteriormente y se encontré un tiempo de
decaimiento 7 para cada una de ellas.

El producto 7 Awresultd practicamente igual
a 1 para las tres frecuencias estudiadas, en
concordancia con lo esperado segin la
ecuacion (20).
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