En muchos cursos de fisica para estudiantes de ciencias
e ingenieria, se discute la ecuacion de difusion del calor [1].
Sin embargo, solo unos pocos problemas tienen soluciones
analiticas simples, adecuadas para cursos introductorios [1,
2]. Por otra parte, los docentes de fisica siempre estamos
ansiosos de introducir en nuestros cursos tépicos que sirvan
para ilustrar aspectos novedosos, motivadores de nuevos
proyectos y que ilustren como la fisica puede contribuir a
resolver problemas de alto impacto social.

En este articulo presentamos un proyecto de bajo costo,
facil de realizar en las universidades y que tiene
importantes implicancias econémicas y medioambientales.
El problema consiste en medir las temperaturas del suelo a
distintas profundidades a los largo de algunos dias y tratar
de explicar los resultados usando las leyes de la fisica, i.e.
la difusién del calor [2].

El estudio de la variacién de las temperaturas del suelo a
distintas profundidades, tiene multiples aplicaciones
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1. INTRODUCCI()N practicas. Entre ellas: i) como la temperatura del suelo

afecta la germinacién de las semillas y la tasa de
crecimiento de las plantas, ii) la temperatura del suelo
también afecta y condiciona el contenido de humedad, la
aireacion y la disponibilidad de nutrientes, iii) conocer las
propiedades térmicas del suelo nos permite conocer las
profundidades a la que deben instalarse los cafios de agua
para evitar que se congelen, iv) conocer estas propiedades
nos da la posibilidad de usar el suelo como un
acondicionador natural del aire. Esta ultima alternativa,
como veremos, contribuye a minimizar el uso de
combustibles fosiles para la calefaccion y refrigeracion. Asi
el uso del suelo como elemento de pre-acondicionamiento
térmico contribuye a la disminucién de las emisiones de
gases de efecto invernadero (GEI), que es uno de los
grandes desafios del presente siglo, para mitigar el
calentamiento global que estamos experimentando en la
Tierra [4, 3].
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En el caso de Argentina, el consumo de energia en
edificios (residenciales, comerciales y publicos) es de
aproximadamente el 31 % del total. De este consumo,
alrededor del 58 9% se usa en viviendas para
acondicionamiento de aire, calefaccion y refrigeracion. Por
lo tanto, al menos el 18 % del consumo energético total de
este pafs, se emplea en acondicionamiento térmico [5]. Ver

Agropecuario

Residencial
23%

Comercial y Publico +
Residencial 31%

Acondicionado
/ A

Fig. 1. En los EE.UU. se estima que la proporcién de
energia usada en acondicionamiento térmico de viviendas y
edificios es superior al 20% de toda la energia usada en ese
pais [6]. En general, el uso de energia en
acondicionamiento térmico del aire, es una fracciéon muy
significativa de la matriz energética de muchos paises y del
mundo.
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FIGURA 1. Usos de la energia en Argentina. Aproximadamente el 18% (58% de 31%) del total de la energia se utiliza en acondicionamiento

térmico de ambientes. Fuente: Secretaria de Energia de la Nacién (2010) [5].

Como veremos, a unos pocos metros de la superficie, la
temperatura del suelo es muy estable todo el afio y préxima
a la temperatura de confort, por lo tanto es posible usar la
tierra como un acondicionador de aire natural. De este
modo, el estudio de las propiedades térmicas del suelo esta
bien justificado.

En una publicacién anterior realizamos un estudio de
las propiedades térmicas del suelo, usando un modelo
analitico aproximado [7]. Ese modelo, si bien describe
adecuadamente las tendencias globales del problema y
justifica el uso de tubos enterrados como elementos ttiles
para el acondicionamiento térmico de viviendas [8, 9], es
inadecuado para describir las variaciones diarias de las
temperaturas a distintas profundidades. Esto se debe
principalmente, a que las temperaturas tienen una
periodicidad diaria, que varia en forma irregular de un dia a
otro. El objetivo de este trabajo es mostrar cémo una
modificacién en el enfoque del problema, permite explicar
muy bien las temperaturas a distintas profundidades como
funcién del tiempo. La técnica usada consiste en resolver
numéricamente la ecuacién de difusién del calor mediante
diferencias finitas, usando una hoja de cdlculo. Como
condicion de borde usamos la temperatura del suelo
préxima a la superficie.

Esta aproximacion al problema, posibilita estudiar el
comportamiento térmico del suelo, usando un esquema
simple y accesible a estudiantes principiantes, a la par que
ilustra la utilidad del uso de diferencias finitas para resolver
un problema préctico, usando herramientas informadticas
simples y de uso habitual.
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II. MODELO TEORICO

El Sol calienta periddicamente a la Tierra. Podemos
imaginar a la Tierra como un sistema semi-infinito
unidimensional, donde la fuente de calor estd en la
superficie, que absorbe la energia del Sol. En este caso es
conveniente elegir el eje z en direccién vertical y
penetrando en la Tierra. La ecuacién de difusién del calor
puede escribirse como [7]:

2
or_1or 1)

dz%> adt
donde o es la difusividad térmica del material y 7 es la
temperatura. A su vez la difusividad, &, depende de la
constante de conductividad térmica del material, K, su
densidad, p, y de su calor especifico, c¢; i.e. a=K/p.c.
Implicito en la Ec.(1) estd el hecho que el calor fluye de la
zona de mayor temperatura a la menor, es decir que la
Ec.(1) conlleva implicito el segundo principio de la
termodindmica. En el método de diferencias finitas
reemplazamos a las derivadas por diferencias. Asi la
segunda derivada puede escribirse como:

0T T(z+ Az, t) —2T(z,t) + T(z— Az, t)

8z2 ) Az? ]
R L @
B Az2 ’

y la primera derivada de la temperatura respecto al tiempo
(0T/ot) se puede expresar como:

o T(zt+1)-T(zt) _ T —TH,

- (€)
at At At
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En este modelo se utiliza la notacién en subindice m y
superindice i, donde m = 0, 1, 2,..., M es el conteo de los
nodos en la direccion z e i =0, 1, 2,..., I es el conteo de los
intervalos de tiempo. Las coordenadas del nodo (m, i)
corresponden a z,=m.Az y t;=i.At, y para la temperatura en
el nodo (m,i) se usa la notacién T}que representa la
temperatura en el nodo m en el intervalo de tiempo i, o sea
T} = T(t;, ). Remplazando las Ecs.(2) y (3) en la Ec.(1),
se obtiene:

2
Ty = 2T+ Tl = oo (Tt = Th)
m-1 m m+1 = (XAt m m
1 )
— _(Tl'+1 _ Ti )
T m m

0 también
T =T +1(T,_, — 2T, + T, 3)

donde T = 0.At/AZ* es una cantidad adimensional, conocido
como el nimero de Fourier, cuyo valor es fundamental para
la convergencia o estabilidad del método numérico a
utilizar.

La Ec.(5) corresponde al método explicito, ya que la
derivada con respecto al tiempo se expresa en forma de
diferencia hacia adelante en tiempo. El método explicito es
condicionalmente estable, es decir que surge una
caracteristica que restringe su utilizacién. Para que la
solucion sea estable T debe ser menor a 0,5 [1]. En el
Apéndice A se presenta una justificacion heuristica de este
criterio de estabilidad. De este modo el valor mas grande
admisible del intervalo de tiempo At queda limitado por el
criterio de estabilidad, es decir At<0,5.Az/qL.

Hay varios métodos numéricos mas elaborados que son
muy eficientes para resolver numéricamente una ecuacion
diferencial parcial y que no presentan problemas de
estabilidad, como el mérodo implicito o el de Crank-
Nicolson [1, 11]. Pero no resultan tan intuitivos como el
implicito y son mas complicados de implementar en una
hoja de célculo. Para fijar las condiciones de borde, se
utilizan las temperaturas del suelo medidas a unos pocos
centimetros de la superficie y el hecho de que la
temperatura a unos 4 6 5 metros de profundidad es igual a
la temperatura media anual en esa localidad. La prediccion
de la temperatura T(ti+1,z,,,)=7“i+1,n, segin la Ec.(5), se
realiza con el esquema de la Fig. 2.

Para conocer la solucién de T(t,z) en todos los puntos,
se requiere conocer T(t=ty, z), es decir el tiempo t=ty, las
temperaturas a distintas profundidades y también T(t,z=z,).
En nuestro caso tomamos t,=0,42 dias y z,=10 cm, con lo
que T(t, zy) es la temperatura registrada hora a hora por un
termémetro enterrado a 10 cm de profundidad del suelo.
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FIGURA 2. Esquema de cdlculo empleado en la solucién por
diferencias finitas.

Notese que la referida T(t, z,) corresponde en este caso, a la
temperatura de la tierra a zy)=10 cm de profundidad, lo que
no es igual a la temperatura ambiente. Para t=t;,, tomamos
una condicién de borde los valores de temperaturas
realmente registradas en los termémetros a distintas
profundidades al tiempo t=ty. Dado que se requieren datos a
todas las coordenadas z,, estos datos se obtienen
extrapolando estas temperaturas a partir de los datos
adquiridos al instante t;. Después de unos 3 6 4 dias, la
solucién numérica deja de depender de esta condicion de
borde T(ty, z). Los datos de los termémetros a z=10, 20, 30
y 90 cm de profundidad se registraron mediante data
loggers como funcién del tiempo y sirven para someter a
prueba experimental el modelo propuesto, Ec.(5). Un
ejemplo de hoja de cdlculo con la solucién de la ecuacién
diferencial (1) mediante diferencias finitas se puede bajar
de Internet [10].

III. EXPERIMENTO

Para este experimento se utilizé una sonda de plastico, a
la cual se le realizaron cuatro perforaciones a lo largo del
eje vertical, z, en las cuales se introdujeron los sensores
térmicos. En la Fig. 3 se muestra un diagrama esquematico
del sistema experimental que se construyé para realizar las
mediciones de la temperatura en funcién del tiempo. Se
introdujo la sonda con los termdmetros en el suelo a la
intemperie y a su alrededor se le colocé la misma tierra
extraida al realizar la perforaciéon. Los sensores, eran
PT100, conectados a sendos data loggers. Las temperaturas
se registraron cada hora a lo largo de varios dias. Se estudié
la propagacién de las ondas a lo largo de varios meses, pero
con unos dos o tres dias de mediciones ya se pudo observar
los efectos mds notables del suelo.
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FIGURA 3. Arreglo experimental para medir las ondas térmicas
del suelo a diversas profundidades.

los calculados con el modelo tedrico, obtenido por el
método de diferencias finitas, Ec.(4). La solucién se obtuvo
usando una hoja de célculo estdndar e implementando el
algoritmo descripto en la Fig. 2.

Los valores de temperatura para z=10 cm, se toman
como condicién de contorno. El modelo es capaz de
reproducir los datos experimentales medidos
adecuadamente a varias profundidades (z = 10, 20, 30 y 90
cm) como funcién del tiempo. Se observa una atenuacién
de la onda térmica a medida que ésta penetra mas en el
suelo, en particular esa atenuacion es mas pronunciada para
las frecuencias mds altas. Este efecto se observa claramente
en la Fig. 4. A medida que observamos temperaturas a
mayores profundidades, las oscilaciones rapidas se van
atenuando, permaneciendo solo las tendencias mas lentas.
Asf la tierra acttia como un filtro paso bajo. Las frecuencias
altas son atenuadas paulatinamente a medida que
penetramos en la tierra. Sin embargo, las variaciones

IV. RESULTADOS rapidas se van reduciendo conforme aumenta Ia
profundidad [2, 7].
La Fig. 4 representa la comparacién de los datos medidos y
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FIGURA 4. Temperaturas medidas y tedricas a diferentes profundidades en funcién del tiempo. Las lineas verticales (en color rosa) indican dfas
con precipitacién y su medida (Brindadas por el Servicio Meteorolégico Nacional). Estos datos fueron obtenidos desde el dia 28 de marzo de

2012 hasta el dia 29 de mayo del mismo afio, en Buenos Aires.

Como se observa en la Fig. 4, donde se muestran las
temperaturas medidas a diferentes profundidades como
funcién del tiempo, junto con las predicciones del modelo
propuesto, la concordancia entre las mediciones y las
expectativas teéricas es muy buena. Solo se observan
algunas desviaciones en los dias inmediatamente después
de fuertes lluvias, que claramente afectan la difusividad del
terreno, pero que al cabo de un par de dias se recupera y
vuelve a su valor normal. Las precipitaciones se representan
por lineas verticales, referidas al eje vertical derecho, donde
se indica la cantidad de mililitros registrada en cada dfa.
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V. CONCLUSIONES

El modelo propuesto reproduce adecuadamente las
variaciones térmicas del suelo. Es de muy simple resolucién
mediante una hoja de célculo. Se observa que a una
profundidad del orden de 1 a 5 m, la temperatura del suelo
es muy proxima a la temperatura de confort todo el afio. De
este modo, el modelo provee una herramienta muy util para
predecir la profundidad éptima a la que seria conveniente
colocar  tubos enterrados, para  mejorar el
acondicionamiento térmico de ambientes en edificios.

Asi esta actividad no solo ilustra el comportamiento
térmico del suelo, sino que ademds permite entender
tedricamente este comportamiento usando la ecuacién de
difusién del calor. También la resolucién numérica de la

http://www.journal.lapen.org.mx



ecuacion diferencial, ilustra la utilidad del uso de modelos
numéricos para resolver problemas précticos reales.

Por lo expuesto anteriormente, se estima que el
potencial térmico de la Tierra puede ser explotado y
utilizando en beneficio del hombre y del medio ambiente.
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Apéndice A: Criterio de estabilidad para el método
explicito

Como se indicé mas arriba, la ecuacion de difusion del
calor lleva implicito el segundo principio de la
termodindmica, mds especificamente en los signos de la
Ec.(1). Para resolver numéricamente esta ecuacion,
discretizamos la distancia z en intervalos regulares Az y el
tiempo en intervalos regulares Az, como se ilustra en la Fig.
5. Para la temperatura en el nodo (m, i) se usa la notacién
Tr‘;l, siendo z,=m.Az y t;=i.At. Segtn la Ec.(4), la variacion
de la temperatura en el nodo i, en un tiempo At, que lo
denotamos por SI=T} — Tk, es igual a
a.At. (0%T /0z?) . De acuerdo con la Ec.(5):

2 2 a.le i i
a. At. (a T/aZ ) = AZZ [T m-1 "~ ZT m + T m+1] (6)

=2.1.[(T' ey + Thp1)/2 — Th,] = 2.7.AT,

donde 7 = a .A/A7" es el nimero de Fourier y AT la
diferencia entre la media (T',_; + T'41)/2 de los
extremos y la temperatura del punto central T?,,.
Geométricamente, 07, se ilustra en la Fig. 5.

T A

i

m-1 m m+1

FIGURA 5. Tres nodos consecutivos m-1, m 'y m+1. La curva de
color rojo es la funcién estudiada y la linea de color azul es su
derivada segunda.

Con esta notacién la Ec.(5) se puede escribir como:
6T = 2.7.AT. @)
Segtin el segundo principio de la termodindmica, implicito

en la Ec.(1), las siguientes situaciones ilustradas en la Fig.
6, son posibles, pero las situaciones ilustradas en la Fig. 7
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no son posibles. Esto es asi, pues en los dos casos de la Fig.
6, las derivadas segundas de T respecto de z son distintas de
cero, y segin la Ec.(1), la evolucién temporal de la
temperatura es la indicada por la flecha azul.
Geométricamente, la ecuacion de difusién, Ec.(1),
evoluciona de modo de disminuir la concavidad de T(z).

FIGURA 6. Situaciones posibles por el segundo principio de la
termodindmica.

;n—] m n;+] 'm-l 'm m+1

FIGURA 7. Situaciones no posibles por el segundo principio de la
termodindmica.

En la Fig. 7 A), la derivada segunda de T respecto de z es
nula y por consiguiente la temperatura no varia en el
tiempo. La situacién ilustrada en la Fig. 7 B) tampoco es
posible, pues la concavidad pasa de un sigo a otro, que por
lo indicado mas arriba no es posible.

Matematicamente, estas condiciones fisicas se pueden
resumir escribiendo:

6T < |AT|. (®)

O equivalentemente, segin la Ec.(7), como

2
21<1->t1<? 0 |At|SA2ia. &)

N

Un aspecto interesante del método explicito, descripto en
este trabajo, es que ademds de ser de muy simple
implementacidon en hojas de célculo, su estabilidad ilustra
un aspecto fisico importante como es el segundo principio
de la termodindmica. Desde luego existen otros muchos
métodos numéricos mds eficientes que el método directo,
pero desde el punto de vista didactico, creemos que el
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método directo ofrece muchas ventajas, como las discutidas
en este apéndice.

http://'www.journal.lapen.org.mx



